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Chapitre 1 Espaces vectoriels

De nombreux problemes de mathématiques ou de physique vérifient la propriété suivante : si u et v sont
deux solutions d’un probleme alors u + v est aussi solution de ce probleme, ainsi que ku, k£ étant un
nombre réel ou complexe. Ces problemes sont dit linéaires et sont souvent plus faciles a résoudre que les
problemes plus généraux, dits non linéaires. Ce chapitre est le premier chapitre d’algebre linéaire.

Dans tout ce chapitre, K désigne le corps R ou C. Tous les résultats présentés demeurent vrais sur un
corps quelconque.

1.1 STRUCTURE D’ESPACE VECTORIEL

1.1.1 Premiéres définitions

DEFINITION 1
On appelle espace vectoriel sur K \ K [ 1122 1E=5 (0] / [m&%5H\, ou K-espace vectoriel, tout triplet
(E,+,) ou E est un ensemble et
o + est une loi de composition interne sur E : EX E — E; (Z,§) — £+ 9,
e - est une loi de composition externe de K sur E : Kx E — E; (\Z) — \- &,
vérifiant les propriétés suivantes :
1. (E,4) est un groupe abélien,
2. pour tout (\, p) € K? et tout (Z,7) € E?,
(&) \-(@+Y)=X-T+ X7,
b)) A +p) - Z=X-Z+p-2,
(¢) ) -Z=X-(u-2),
(d) 1

SE =17

REMARQUE 2 — Souvent, on parle du K-espace vectoriel E a la place du K-espace vectoriel (E,+,-). S’il
n’y a pas d’ambiguité, on ne précise pas nécessairement le corps K.

DEFINITION 3
Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel.

o Les éléments de lespace vectoriel E sont appelés les vecteurs \ [ &\ .
e Les éléments de K sont appelés les scalaires \ T \.

e La loi + est appelée addition.

e La loi - est appelée multiplication par un scalaire.

o L’élément neutre du groupe (E,+) est noté Og ou 0 et est appelé le vecteur nul de E.

@ 1l ne faut pas confondre le vecteur nul 0z de E et le scalaire nul 0 de K.

REMARQUE 4 — La notation X\ - Z est souvent remplacée par \Xx. Mais on n’écrit pas TX. Les fléches sur
les vecteurs de E sont également souvent omises : on note x a la place de Z.

Les régles que nous venons de définir sont celles que 1’on connait déja sur les vecteurs du plan et de
I’espace : en considérant deux vecteurs T et ¥, on peut

e sommer ces vecteurs : T + ¥,

e faire la différence de ces vecteurs : & — ¥/,
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e multiplier Z par un scalaire A : \ - T,

e calculer des expressions de la forme """ | \; - &;, ol pour tout i € {1,...,n}, T € Eet \; € K.
Par contre, la multiplication de deux vecteurs n’est pas définie.
Nous pourrons nous représenter les espaces vectoriels a I'aide d’'un modele géométrique qui pourra nous

aider a visualiser les problemes. Il faudra alors considérer des vecteurs ayant tous la méme origine, ce
point jouant le réle du vecteur nul.

8

1.1.2 Premiers exemples fondamentaux

Nous donnons des exemples fondamentaux d’espaces vectoriels. Les vérifications sont faciles mais longues.

1.1.2.a. L’ensemble K™
e Soient n € N* et £ = R"™. On munit R" des lois suivantes :

Pour tout & = (z1,...,x,) et tout ¥ = (y1,...,yn) éléments de R™ et pour tout A € R,
x* T4+ 7= (x1+ Y1, Tn + Yn),
* AT = (Axq,...,Axzy).

Alors (R™,+,-) est un R-espace vectoriel.

Preuve —
1. (R,+) est un groupe abélien, donc (R™, +) l’est aussi.
2. (a) Soient & = (z1,...,Zn) et ¥ = (y1,...,Yn) des éléments de R™, et A € R. On a
A (@Z+G) =X (z1+y1,--,Tn +Yn)
=A(@1+y1),- 5 A@n +yn))
= (Az1 +AyY1,- ., AZn + Ayn)
= (Az1,...,A2n) + (Ay1,. .., AYn)
=X+ A7
(b) Soient & = (z1,...,2n) € R™, et (A\,z) € R2. On a
A1) T = (At @)1 s o+ 2)n)
= (Az1 + px1, ..., ATn + uxn)
= (Az1,...,Azn) + (px1, ..., pxn)
=A-THpu-T
(c) Soient & = (x1,...,xn) € R™, et A et p des éléments de R. On a
()\u)~f:((Au)xh...,()\,u,)a;n):()x(,u,:vl),...,/\(p,a:n)):>\~(;w;1,...,p,xn):>\~(p,~(x1,...,zn)):)\-(u~f),
(d) Soit &= (z1,...,2n) ER". Onal-Z= (lz1,...,1lzn) = (z1,...,2n) = .
(]

Notons qu’un vecteur de R™ est un n-uplet (z1,...,x,) ou pour tout i € {1,...,n}, z; € R.
Le vecteur nul de R™ est Og» = (0,...,0).

En particulier, (R, +, -) est un R-espace vectoriel. Un vecteur est alors un réel et A-Z = X\ x &, multiplication
entre deux réels.

On retrouve les vecteurs du plan avec R? et les vecteurs de I’espace avec R3.
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EXEMPLE 5 — Dans R3, (1,2,0)+2-(0,1,1) = (1,4,2).

e De méme, (C", +,-) est un C-espace vectoriel, mais aussi un R-espace vectoriel.

En particulier, (C,+, ) est un R-espace vectoriel. Les vecteurs sont les nombres complexes et les scalaires
sont les nombres réels. On a A - ¥ = A X z, multiplication entre un réel et un complexe.

REMARQUE 6 — Plus généralement, tout espace vectoriel sur C est aussi un espace vectoriel sur R.

1.1.2.b. L’ensemble des polynomes

e Soient n € N* et £ = R,,[X], 'ensemble des polynémes & coefficients dans R de degré inférieur ou égal
a n. On munit R,,[X] des lois suivantes :

Pour tout P=ag+ a1 X +...+a, X" et Q =byg+ b X +...+ b, X" éléments de R, [X] et tout A € R,
¥ P+ Q= (ap+bo) + (a1 +01)X + ...+ (an + b,) X",
* AP =Xag+ a1 X + ...+ da, X"

Alors (R,,[X], 4+, ) est un R-espace vectoriel.

Preuve — Exercice. O

Notons qu'un vecteur de R, [X] est un polynéme P qui s’écrit sous la forme P =ag+ a1 X + ... + a, X",
ou pour tout ¢ € {1,...,n}, a; € R.

Le vecteur nul de R, [X] est Ogn (x] = 0, le polynéme nul.
e De méme (C,[X],+, ) est un C-espace vectoriel, mais aussi un R-espace vectoriel.

e Plus généralement, (K[X], +, -), I'ensemble des polynémes & coefficients dans K est un K-espace vectoriel,
ou + et - sont les opérations usuelles sur les polynémes.

EXEMPLE 7 — Dans Ry[X], 1+ X + X2 - 2(X — X?)=1- X + 3X2

1.1.2.c. L’ensemble des matrices

e Soit E = M3(K), Pensemble des matrices carrées d’ordre 2 & coefficients dans K. On munit M3 (K) des
lois suivantes :
!/ /

Pour tout A = (OCL Z) et tout B = (Ccl, Z,) éléments de Mo (K) et pour tout A € K,

/ /
« A4 B— (a+a b—i—b)7

c+c d+d
Aa b
* N A= ()\c )\d>'
Alors (M3(K), +, ) est un K-espace vectoriel.

Preuve — Exercice. O

Notons qu’un vecteur de M2 (K) est une matrice A = <(Z fl)

0 0
1 1 2 1 0 1
EXEMPLE 8 — Dans Ms(R), 2 - <_1 1) - <_1 2> - (—1 0>'

e Plus généralement, pour tout (n,m) € (N*)2, (M, »,(K),+,-) est un K-espace vectoriel (voir cours
d’algebre 2), ol + et - sont les opérations usuelles sur les matrices.

Le vecteur nul de M3 (K) est 6M2(K) = (O O).
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1.1.2.d. L’ensemble des suites
Soit E = KN, I’ensemble des suites a valeurs dans K. On munit KV des lois suivantes :
Pour tout (un)nen et tout (v, )nen éléments de K™ et pour tout A € K,
* (Un)neN + (Un)nen = (Un + Vn)nen,
* A (Un)nen = (AUn)nen.
Alors (KN, +, ) est un K-espace vectoriel.
Preuve — Exercice. O

Le vecteur nul de KN est la suite nulle (0),,ex.

1.1.2.e. Le produit d’espaces vectoriels

Soient E, ..., B, des K-espaces vectoriels. Posons F = Fy X ... X E,, le produit cartésien de E1, ..., E,.
On munit E des lois suivantes :

Pour tout & = (#1,...,%,) et tout ¥ = (¥1,...,yn) éléments de E et pour tout A € K,
* T4+ 7=(Z1+ Y1, Tn+ Un),
$AT= (A Trye. A T).
Alors (B X ... x E,,+,-) est un K-espace vectoriel. On I'appelle I’espace vectoriel produit \ % [A]\.
Preuve —La preuve est proche de celle faite pour R™ = R X ... x R. Vérifions seulement deux points de la définition.
e Pour tout ¥ = (%1,...,%n) € B, 1-(Z1,...,Zn) =1 -Z1,...,1-Zpn) = (F1,...,%n) = T.
e Pour tout & = (Z1,...,%n) et ¥ = (¥1,...,Yn) éléments de E, et pour tout A € K,

A-@+G) =X (@1 + 01, Fn +Fn)
=X (@1 +7), A (Zn+Yn))
=N FL AT A A Tn)
= (A Z1, e A En) AT A )
=X (@1 @)+ A (L Tn)
=X-T+ N7

Le vecteur nul de Ey X ... E,, est 6E1><...><En = (6E1, .. .,6En).

REMARQUE 9 — Ainsi, on retrouve que, pour tout n € N*, K" = K x ... x K est un K-espace vectoriel .

1.1.2.f. L’ensemble des applications de X dans F

Soient X un ensemble non vide et E un K-espace vectoriel. On munit 'ensemble F(X, E) des applications
de X dans F des lois suivantes :

Pour tout f et tout g éléments de F(X, E) et pour tout A € K,
x f 4 g est Papplication de X dans E définie, pour tout x € X, par

(f +9)(@) = f(z) + g(x),
* A - f est application de X dans E définie, pour tout z € X, par

(A (@) = A (f(x))-
Alors (F(X, E),+,) est un K-espace vectoriel.

Preuve — Démontrons seulement deux points de la définition.
Soient f et g des éléments de F(X,E) et A € K .
eOnal-f=f. Eneffet, pour tout z € X, (1- f)(z) =1-(f(x)) = f(x).
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eOnalX - (f+g)=X:f+X:g. En effet, pour tout z € X,
A (f+)E) =2 ((f +9)(=))
=X (f(2) +g(=))
=Xx-(f@)+ A (9(2))
=X NE)+ (A 9)(=@)
=A-f+A-g)(w).

Le vecteur nul de F(X, E), 6]—'(X,E)a est Papplication nulle : X — E; z+— 0p .

EXEMPLE 10 — Pour tout intervalle I de R, l’ensemble F(I,R) des fonctions de I dans R est un R-espace

vectoriel pour l'addition des fonctions et leur multiplication par un réel. Il s’agit du cas particulier ot
X=1IetE=R.

EXEMPLE 11 — Prenons X = R et E = R2. Soient f et g éléments de F(R,R?) définies, pour tout x € R,
par

f(x)=(1+z,2%) et g(z)= (exp(z),—x).
Alors f + g est Uapplication définie pour tout x € R par
(f +9)(x) = (x +1+exp(x),2? — ).

REMARQUE 12 — On retrouve que l'ensemble KN = F(N,K) des suites a valeurs dans K est un K-espace
vectoriel pour 'addition des suites et leur multiplication par un élément de K.

1.1.3 Quelques regles de calcul

PROPOSITION 13

Soit E un K-espace vectoriel. Pour tout ¥ € E et tout A € K,
i=0
O

- ¥ =0g si et seulement si \=0 ou ¥ =0g.

> O
o) ™

E;

[ ]
>

o —z=(-1)-Z, ou —_aé est lopposé de T dans le groupe (E,+) et —1 est l'opposé de 1 dans le groupe
K, +).

—~

Preuve — Soient ¥ € E et A € K.
¢ Ona0-Z=(0+0)-Z=0-Z+0-7.
Donc, par simplification dans le groupe (E,+), 0-Z = 0.
e OnaX-Og=X-0g+0g)=XA-0g+X-0p.
Donc, par simplification dans le groupe (E,+), A - Op =0g.
e D’apres les points précédents, si A =0 ou Z = 0g alors A-Z = 0g.
Réciproquement, supposons que A - & = ] E-

1¢* cas : A =0.
1 1 1 -
20d cas: A #£0. Alors T=1-Z = (X ><)\> 'CCZX'()\'.E): X-OE:ﬁE.
D’ou le résultat.
e Onad+(-1)-F=1-F+(-1)-Z=(1-1)-F=0-=0g
Donc —# = (=1)-2.
O
PROPOSITION 14
Soit E un K-espace vectoriel.
e Pour tout ¥ € E et tous Ay, ..., Ay éléments de K,
n n
>0 (o) 2
i=1 i=1



1.1. STRUCTURE D’ESPACE VECTORIEL

e Pour tous ¥1,...,Z, éléments de E, et tout A € K,
n n
> (A-F) = <Zfi> :
i=1 i=1

Preuve — Ces deux propriétés se démontrent par récurrence en utilisant les points suivants de la définition d’un espace
vectoriel :

e N TF+u-F=N+p)- T,
e M Z+ A FT=X(T+7).

1.1.4 Combinaisons linéaires

DEFINITION 15
Soit E un K-espace vectoriel. Soient &, ...,T, des éléments de E. Soit ¥ € E.

. . . . s . > ) y \ - - PR , .
On dit que & est combinaison linéaire \ %1415\ des vecteurs Ty, ..., T, si & s’écrit sous la forme
n
T = E N Ti=AN-T1+...4+ A\ - T,
i=1
ol A, ..., A\p sont des éléments de K.

REMARQUES 16
o Une combinaison linéaire d’un seul vecteur T est donc un vecteur de la forme X\ - Z, ou X € K.
e Une combinaison linéaire de deux vecteurs X ety est donc un vecteur de la forme A -Z+ -y ot

(A p) € K2

EXEMPLES 17

e Dans R3[X], le polynome 2 + X — 3X3 est, par exemple, combinaison linéaire des polynémes 1, X
et X3 avec M1 =2, o =1 et A3 = —3.

e Plus généralement, tout polynome de K,,[X] s’écrit comme combinaison linéaire des polynémes 1,
X, ..., X"

e Dans R?, le vecteur (2,7) est combinaison linéaire des vecteurs (5,—2) et (1,—3) :
(2,7) = (5,-2) — 3(1,-3).
Pour trouver cette combinaison linéaire, on cherche des réels \ et p tels que
(2,7) = A(5,—2) + p(1, —3).

Cela revient a résoudre le systeme

2=5\+p
7T=-=2\—3u
. 2 1\ , .y S . 1 0
e Dans Ms(K), la matrice M = 11 n’est pas combinaison linéaire des matrices My = 1 0)

1 -1 0 0

En effet, M est combinaison linéaire de ces matrices si et seulement s’il existe (A1, A2, \3) € R3 tel
que M = M\ My + Ao My + A3 M3, soit encore si et seulement s’il existe (A1, Aa, A3) € R3 tel que

2 1 . A+ A =X
1 0/ A1 As )7
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soit finalement, si et seulement si le systéme suivant admet une solution :

Or ce systéme n’admet pas de solutions. D’ou le résultat.

n n
% En général, I’égalité Z i@ = Z W - ; n’implique pas que pour tout ¢ € {1,...,n}, A\; = p;.

i=1 i=1
EXEMPLE 18 — Dans R?, le vecteur (3,3) peut s’écrire comme combinaison linéaire des vecteurs (1,1),
(0,1) et (1,0) mais il n’y a pas unicité des \; :
(3,3)=1-(1,1)+2-(0,1)+2-(1,0)
=2.(1,1)+1-(0,1) +1-(1,0).

DEFINITION 19

Soit E un K-espace vectoriel. Soit (Z;);er une famille d’éléments de E indicée par I. Soit £ € E. On dit
que T est combinaison linéaire de la famille (Z;);c; si & est combinaison linéaire d’une sous-famille
finie (Ty,,...,7;,), c’est-a-dire & s’écrit sous la forme

14
xr = E )\ip ‘iL’ip,
i=1

ot Aiy, .. A, €K

ip

EXEMPLE 20 — Tout polynéme de K[X]| est combinaison linéaire finie de la famille (X™)pen.

1.2 SOUS-ESPACE VECTORIEL

Dans cette partie, (E, 4+, ) désigne un K-espace vectoriel.

1.2.1 Définition

DEFINITION 21

Soit F' une partie non vide de E. On dit que F est un sous-espace vectoriel de E \T %\ si F est
stable par les lois + et - (c’est-a-dire, F+ F C F et K- F C F) et si F est un K-espace vectoriel pour les
lois + et - induites sur F.

REMARQUE 22 — Si F' est un sous-espace vectoriel de E alors F est un sous-groupe de (E,+), donc
0F = 0g € F. Un sous-espace vectoriel contient donc toujours le vecteur nul.

EXEMPLE 23 — Les ensembles {0g} et E sont des sous-espaces vectoriels de E, dits triviauz.

Le résultat suivant est celui que ’on utilise majoritairement pour montrer qu'une partie F' d’'un espace
vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E. Il évite de vérifier les nombreux points de la définition d’un
espace vectoriel.
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PROPOSITION 24 (Caractérisation)
Un ensemble F' est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si

1. FCE,
2. 6E e F,
3. F est stable par combinaison linéaire \ X % /EH G & B I\ ¢ pour tout (Z,7) € F? et tout A € K,

AT+yeFR

Preuve — > Soit F' un sous-espace vectoriel de E.

Alors, par définition F' C E.

D’apres la remarque précédente, F' étant un sous-groupe de (F,+), 6E € F.

Soient (%, %) € F? et A € K. F étant stable par la loi -, \- & € F. F étant stable par la loi +, A\-Z + 7 € F.
D’ou les trois points de la caractérisation.

<4 Réciproquement, supposons les points 1, 2 et 3 vérifiés.

F est une partie non vide de E puisque F C E et Op € F. Pour tout (Z,7) € F2, Z—§ =&+ (—1)-§ € F d’aprés le point 3.
Donc F' est un sous-groupe de (E,+). (E,+) étant commutatif, (F,+) l’est aussi.

Les autres points de la définition d’un espace vectoriel sont vérifiés car ils le sont pour les éléments de E donc a fortiori
pour les éléments de F'.

D’ou le résultat. O

REMARQUE 25 — Pour montrer qu’un ensemble F' muni d’une addition et d’une multiplication par un
scalaire est un espace vectoriel, on peut montrer que c’est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel
connu (voir les exemples de la partie 1.1.2). On prendra garde d ne pas oublier de préciser quel est cet
espace vectoriel plus grand.

REMARQUE 26 — Le point 3 peut étre séparé en deux points :
3.1. Pour tout (Z,) € F?, ¥+ y € F
8.2. Pourtout £ € F et tout \e K, \-Z € F.

Preuve — > Supposons que pour tout (Z, %) € F2 et tout A€ K, \-Z+ 4§ € F.
Soit (#,7) € F2. Alors #+§=1-Z+§ € F.
Soient € Fet A\€K. Alors \-Z=X-Z+ 0g € E puisque Og € F.

< Réciproquement, supposons les deux points vérifiés. Soient (Z, %) € F2 et A € K. Alors A\-Z € F. Puis comme (\-Z, %) € F2,
A-ZH+yeF

D’ou le résultat. O

EXEMPLES 27

e Soit @ un vecteur de R*. L’ensemble R-@ = {\-@ | A € R} est un sous-espace vectoriel de l’espace

vectoriel R?, appelé la droite vectorielle engendrée par .
Preuve —

1. Pour tout N € R, X - i@ € R? donc R- i C R?.
2. Og2 =(0,0)=0-7€R- .
3. Soient (Z,Y) des éléments de R -4 et A € R.
Comme T € R -, il existe A1 € R tel que T = A1 -
u}

S

Comme § € R -4, il existe Ay € R tel que § = Ao -

Donc

NF+T=X (A @)+ Ao -4
= (1) 4o @
= (A1 + Ao) - 0.
Donc A-Z+y€eR 4.
De ces trois points, on en déduit que R - @ est un sous-espace vectoriel
de R2. O
En particulier, toute droite de R? passant par (0,0) est un sous-espace vectoriel de R?.
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e Soient a, b et c trois réels. Le plan P de R? d’équation ax + by + cz = 0 est un sous-espace vectoriel
de Uespace vectoriel R3 : P = {(z,y,2) € R | ax + by + cz = 0}.
Preuve —
1. P CR3.
2. Ogs = (0,0,0) €P carax0+bx04+c¢x0=0.
3. Soient (z1,y1,21) et (x2,y2,22) des éléments de P et A € R.
On sait que ax1 + byr + cz1 =0 et axa + by + cz2 = 0 car (z1,y1,21) et (x2,y2,22) appartiennent au plan P.
Vérifions que X - (z1,y1,21) + (22, y2,22) = (Az1 + 22, Aw2 + y2, Az3 + y3) € P.
On a
a(Az1 + z2) + b(Ay1 + y2) + c(Az1 + 22) = adz1 + axa + bAyr + by2 + cAz1 + cz2
= Maw1 +by1 + cz1) + (aw2 + byz + c22)

=Ax0+4+0
=0.
Donc X - (z1,y1,21) + (x2,y2,22) € P.
De ces trois points, il vient que P est un sous-espace vectoriel de R3. O

En particulier, tout plan de R® passant par (0,0,0)
est un sous-espace vectoriel de R3.

(=}

o R, [X] est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel R[X].
Preuve —
1. Rn[X] C R[X].
2. 0 € Ry[X] car deg(0) = —oc0 < n.
3. Sotent P et Q des éléments de R, [X] et A € R.
Alors AP + Q est un polynome de degré inférieur ou égal & n car deg(AP + Q) < max{deg(P),deg(Q)} <n
puisque deg(P < n et deg(Q) < n. Donc AP + Q € R,[X].

De ces trois points, il vient que Ry, [X] est un sous-espace vectoriel de R[X]. O

e Soit I un intervalle de R. L’ensemble C(I,R) des fonctions continues de I dans R est un sous-espace
vectoriel de 'espace vectoriel F(I,R).
Preuve —
1. C(I,R) C F(I,R).
2. La fonction nulle I — R ; © — 0 est continue donc appartient a C(I,R).
3. Soient f et g deux éléments de C(I,R) et A € R.
Alors, par somme et produit de fonctions continues, \f + g est une fonction continue de I dans R, donc
Af+g€C,R).
De ces trois points, il vient que C(I,R) est un sous-espace vectoriel de F(I,R). O

De méme, les ensembles D(I,K), C1(I,K), C"(I,K) sont des sous-espaces vectoriels de F(I,KK).

o L'ensemble F = {(x,y,2) € R? | zy = 0} n'est pas un sous-espace vectoriel de R3.
Preuve — F est un bien un sous-ensemble de R3 qui contient le vecteur nul puisque 0 X 0 = 0. Mais (1,0,0) € I et
(0,1,0) € F puisque 1 x0=0¢et0x1=0, et (1,0,0) + (0,1,0) = (1,1,0) ¢ F puisque 1 x 1 =1+# 0 donc F n’est
pas stable par combinaison linéaire. Le point 3. de la caractérisation n’est donc pas vérifié. Donc F n’est pas un

sous-espace vectoriel de R3. O

PROPOSITION 28
Soit (E;)icr une famille de sous-espaces vectoriels de E. Alors Uintersection
vectoriel de E.

i1 i est un sous-espace

Preuve —
1. Pour tout i € I, E; C E donc ﬂiel E,CE.

2. Pour tout 7 € I, O € E; car E; est un sous-espace vectoriel de E. Donc Op € ﬂiEI FE;.
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3. Soient & et ¥ deux éléments de ﬂiel E; et soit A € K.

Soit ig € I. Les vecteurs ¥ et i appartiennent & E; . I;, étant un sous-espace vectoriel de I, d’apres la caractérisation,
A-ZHye E;.
ig étant quelconque, A\ - ¥+ ¢ € nzel

De ces trois points, on a le résultat. O

@ La réunion de deux sous-espaces vectoriels n’est pas un sous-espace vectoriel en général car il n’est pas
stable par addition. Voyons sur un exemple.

EXEMPLE 29 —

Soit E = R2. Considérons F la droite vectorielle G o
engendrée par T = (1,0) et G la droite vectorielle A g—l-y
engendrée par § = (0,1). 2
OnaZeF doncie FUG. > >
OnayeGdoncye FUG. r F

Mais £+ 3= (1,0) 4+ (0,1) = (1,1) ¢ FUG.

REMARQUE 30 — Le complementazr@ E\ F d’un sous-espace vectoriel F' n’est pas un sous-espace vectoriel
de E : E\ F ne contient pas Op puisque Op € F.

ProrosiTION 31

Soit F un sous-espace vectoriel de E. Toute combinaison linéaire d’éléments T+, ..., T, de F est élément
de F.
Preuve — Ce résultat se démontre par récurrence en utilisant que F' est stable par combinaison linéaire. O

1.2.2 Sous-espace vectoriel engendré par une partie

DEFINITION 32
Soit X une partie de E. Le sous-espace vectoriel engendré par X est le plus petit sous-espace vectoriel
de E contenant X (au sens de Uinclusion). Il est noté Vect(X).

Preuve — Justifions l'existence du plus petit sous-espace vectoriel de E contenant X. E est un sous-espace vectoriel de FE
contenant X. Considérons alors I'intersection F' de tous les sous-espaces vectoriels de E contenant X. F' est un sous-espace
vectoriel de E comme intersection de sous-espaces vectoriels et F' contient X puisque F' est I'intersections de parties contenant
X. Donc F' est un sous-espace vectoriel de E contenant X.

Montrons que F est le plus petit au sens de I'inclusion. Soit H un sous-espace vectoriel de E contenant X . Alors par définition

de F', F C H. Donc F est le plus petit sous-espace vectoriel de F contenant X. O

REMARQUES 33

e Dans le cas d’un nombre fini de vecteurs avec X = {&1,...,%,}, Vect(X) se note souvent Vect(Z1, ..., Z,)
et on parle du sous-espace vectoriel engendré par la famille (Z1,...,%,).

o Plus généralement, si X = {Z; | i € I}, Vect(X) se note souvent Vect((Z;)icr)-

PROPOSITION 34

o Soit (¥1,...,%,) une famille d’éléments de E. Alors Vect(Z1,...,Z,) est 'ensemble des combinaisons
linéaires des €léments T, ..., Tp.

Autrement dit, Vect(Z1,...,7Zn) = {> iy N Ti | (A1,..., An) € K™}

o Plus généralement, soient (&;);cr une famille d’éléments de E indicée par I. Alors Vect((Z;)icr) est
Uensemble des combinaisons linéaires (finies) de la famille (Z;)icr.

Preuve — Traitons le premier point, le deuxiéme se traite de la méme maniére.

10
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Notons C = {ZZ;I i Zi| (A1,..., ) € IK"}, I’ensemble des combinaisons linéaires des éléments &1, ..., Zn.. Montrons,
par double inclusions que C' = Vect(Z1, ..., %n).

> Vect(Z1, ..., &n) contient les éléments Z1, . . ., Tn. Or Vect(Z1, ..., Tn) est un sous-espace vectoriel de E. Donc Vect(Z1, ..., Zn)
contient les combinaisons linéaires des éléments 71, ..., Zp. Donc C C Vect(Z1,...,Zn).

< Réciproquement, montrons que Vect(Z1, ...,Zn) C C. Pour cela, montrons que C' est un sous-espace vectoriel contenant
les éléments T1, ..., Tn.

1. On a C C E puisque les Z; sont éléments de E et E est un espace vectoriel.

2. 0p = Z?zl 0-&; donc O € C.

3. Soient @ et ¥ des éléments de C' et A € K. Montrons que A -4+ v € C.
Comme @ € C, il existe (A1,...,An) € K" tel que @ = ?:1 A - T

Comme 7 € C, il existe (p1,...,un) telle que ¥ = Z?:l Wi+ .

Donc
)\~ﬂ+17=>\~z>\i'fi+§:/ﬁi'fi

i=1 i=1

n
= Z()\/\i + pg) - E
i=1

Donc M@+ v € C.
De ces trois points, il vient que C' est un sous-espace vectoriel de E.

De plus, pour tout j € {1,...,n}, & =1-F; + Z 0-Z; donc Z; € C. Donc C contient les éléments &1, ..., Zn.
i=1,...,n
i#£]
Par définition, Vect(Z1,...,Zn) étant le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant les éléments z;, on en déduit que

Vect(Z1,...,Zn) C C.

Finalement, Vect(Z1,...,%n) = C. O
REMARQUE 35 — Cela signifie que & € Vect(X) si et seulement s’il existe Ty, ..., T, éléments de X et
AL, -., Ay €léments de K tels que
n
F=Y N F=A-F1+...+ AT
i=1

EXEMPLES 36

o Soit ¥ un élément de E. Alors
Vect(Z) ={\-Z| A € K}.

Si = 0g alors Vect(Z) = {0g}
Sinon, Vect(Z) = K- Z est la droite vectorielle engendrée par Z.

-

Vect(Z) . -

e Soient ¥ et y deux éléments de E. Alors
Vect(#,§) = {A+ 7+ - 7| (A1) € K2},

Si & et § ne sont pas colinéaires, Vect(Z, ) est le plan vectoriel engendré par T et .

8|

8 oy
i

Vect(

11



1.2. SOUS-ESPACE VECTORIEL

Si & et i sont colinéaires \L%%\ (c'est-a-dire qu’il existe A € K tel que j = \- & ou & = \- ) avec
Z # 0p, Vect(Z,y) = K- T est la droite vectorielle engendrée par .

Vect (&, i)

-
-
~

x

EXEMPLES 37

Vect(()};) = 6E

e Dans R?, le sous-espace vectoriel Vect((1,1)) est la droite vectorielle dirigée par le vecteur (1,1) de
R? et passant par (0,0) :

Vect((1,1)) = {\(1,1) | A e K} = {(\,\) | A € R}.

—

e Dans R3, considérons & = (1,1,0) et ¥ = (—1,0,3). Le sous-espace vectoriel Vect(T,¥) est le plan
vectoriel engendré par T et i :

Veet(Z,9) = {M1,1,0) + u(=1,0,3) | (\, ) € R*} = {(A — p, A, 3p) | (A, p) € R},

e On aK,[X]=Vect(1,X, X2 ..., X") et K[X] = Vect((X")nen).

e Dans le R-espace vectoriel C,
Vect(1) ={Ax1|AeR}=R

et
Vect(1,4) = {Ax 1+ pxi|(\p) € R} =C.

e Dans le C-espace vectoriel C,

Vect(l) ={Ax1|AeC}=C.

Pour démontrer qu'un ensemble est un sous-espace vectoriel de E, on peut montrer qu’il est engendré par
une famille de vecteurs de E. C’est parfois pratique, comme sur les exemples suivants.

EXEMPLES 38
o Soit F={(A4+mA—p)| (A p) €R?}. Ona

F = {)‘(1’ D+p-1)[(\p) e R2} = Vect((1,1), (1, -1)),

donc F est un sous-espace vectoriel de R?, engendré par les vecteurs (1,1) et (1,—1).

.smm—{(% 2>|aeR}. On a
Gz{@(é (1)>|GGR}:Vect<<(1) (1)))

donc G est un sous-espace vectoriel de Ms(R), engendré par le vecteur (é ?)

e Soit H={(z,y,2) € R®| 2z —y+32=0}.
Soit (x,y,2z) € R3. Exprimons y en fonction de x et z. On a (x,y,2) € H si et seulement si
y = 2z + 3z. Donc

H = {(2,22 +32,2) | (z,2) € R?} = {2(1,2,0) + 2(0,3,1) | (x, 2) € R*} = Vect((1,2,0), (0,3,1)).

Donc H est un sous-espace vectoriel de R?, engendré par les vecteurs (1,2,0) et (0,3,1).

12
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PROPOSITION 39
Soient (&1, ...,%,) une famille d’éléments de E. On considére les opérations suivantes :

L’espace vectoriel engendré par la famille obtenue par ces opérations est encore égal a Vect(Z,. ..

éliminer les vecteurs nuls de la famille.
éliminer un des vecteurs de la famille s’il est égal a un autre,
permuter des vecteurs,

multiplier un vecteur par un scalaire non nul,

ajouter a l'un des vecteurs &;, une combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille :

L + g )\2 * iy

i=1,...,n

i#ig

7xn)'

EXEMPLE 40 — ( Reprenons l’ensemble F des exemples 35. On a vu que F = Vect((l7 1), (1, —1)).

Par opérations sur la famille ((17 1), (1, —1)), on obtient

F = Vect((1,1),(1,—1) + (1,1)) = Vect((1,1),(2,0))
:Vect((l,l),%(Q,O)) Veet((1,1), (1,0))
= Vect((1,1) — (1,0),(1,0)) = Vect((0,1), (1,0))
={( ) | (\ ) € R?}
=R2

1.3 FAMILLES DE VECTEURS

Dans cette partie, (E,+,-) désigne un K-espace vectoriel.

1.3.1 Familles génératrices

DEFINITION 41
Soit (Z;)icr une famille de vecteurs de E. On dit que la famille (Z;);er est génératrice si tout vecteur de
E est combinaison linéaire de la famille (Z;)icr :

E= VeCt((l‘i)ie[).

Commencgons par donner des exemples classiques de familles génératrices.

EXEMPLES 42

Soit n € N*. La famille (1, X,..., X™) est une famille génératrice de K,,[X].
La famille (X™),en est une famille génératrice de K[X].

La famille ((1,0), (0,1)) est une famille génératrice de R? :

Pour tout (z,y) € R?, (z,y) = x(1,0) + y(0,1).

La famille ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) est une famille génératrice de R3 :
Pour tout (z,y,2) € R?, (z,y,2) = 2(1,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0, 1).

Plus généralement, soit n € N*. Posons €, = (1,0,...,0), & =(0,1,0,...,0), ..., &, = (0,...
La famille (€1,...,¢&,) est une famille génératrice de K™ :
Pour tout & = (z1,...,2,) € K", =" | 2;6;.

13
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. 10 0 1 0 0 0 0 . Lo .
e La famille ((O 0) , (O O) , (1 0) , (O 1)) est une famille génératrice de My (K) : pour tout
a b
(C d) S MQ(K),
a b 1 0 0 1 0 0 0 0
(0= 0) (@ o)+l 0+ Y)

e La famille (1,4) est une famille génératrice du R-espace vectoriel C :
Pour tout z € C, z = Re(z) x 1 +Im(z) x i.

o La famille (1) est une famille génératrice du K-espace vectoriel K :
Pour tout z € K, z = x x 1.
Lorsqu’un ensemble est écrit comme un Vect, on connait immédiatement une famille génératrice.
EXEMPLE 43 — Nous avons vu a l'exemple /0, par opérations élémentaires sur les Vect, que
Vect((1,1), (1, —1)) = R?.
La famille ((1,1),(1,—1)) est donc une famille génératrice de R?.
On peut aussi montrer, par résolution d’un systéme par evemple, que pour tout (x,y) € R?,

(r.9) = 5201 + T, ),

On retrouve alors le résultat.

En effet, soit (z,y) € R2. On cherche \; € R et Ay € R tels que (z,y) = A1 (1,1) + Xo(1, —1), c’est-a-dire

r=A+A
tels que (x,y) = (A1 + A2, A1 — A2). On doit donc résoudre le systéme )\1 + )\2
Yy=A1—A2
On trouve alors \; = Tty et Ay = x;y
1.3.2 Familles libres et liées
DEFINITION 44
e Soient Ty, ..., &p des éléments de E. On dit que la famille (Z4,...,Z,) est libre si par définition, pour
tout (A1,..., ) €K", si Y. | ;- & = 0g alors, pour tout i € {1,...,n}, \; =0.
On dit aussi que les vecteurs T, ..., T sont linéairement indépendants \“Z1ETC\.

o Soit (Z);cr une famille d’éléments de E. On dit que la famille (Z;);c; de vecteurs de E est libre si toute
sous-famille finie de (Z;);cr est libre.

PROPOSITION 45

Soit (Z1,...,%,) une famille libre de E. Soit £ € Vect(Z1,...,%,). Alors les coefficients A\; dans la
décomposition T = ZZ':l A; - T; sont uniques :

Pour tout (A,...,\,) € K" et tout (pi,...,pmn) € K™, si >0 N+ & = > i) p; - & alors, pour tout
1€ {1,...,71}, )\1:/11

_ n - - n _
Preuve — Supposons que ¥ = Ziil AT et &= Ziil i - T

n n
E Ai T = E Wi+ T,
i=1 i=1

n

Z(M — i) - T = 0g.

i=1

On a donc

soit

14



1.3. FAMILLES DE VECTEURS

Donc, la famille (Z1,...,#,) étant libre, pour tout ¢ € {1,...,n}, \;y — p; = 0, soit A\; = p;.

D’ou le résultat.

Cela nous autorise donc & identifier les coefficients dans les combinaisons linéaires (uniquement lorsque la

famille est libre!).

DEFINITION 46
Soit (Z;)icr une famille d’éléments de E. On dit que la famille (Z;);cr est liée si elle n'est pas libre.

Autrement dit, il existe &1, ..., &, €éléments de la famille (Z;);er et (A1,..., ) € K™ tels que
Z?:l)‘i fz ZGE et ()\17...,)\»”) 75 (0,...70).

On dit aussi que les vecteurs 1, ..., &, sont linéairement dépendants.

PROPOSITION 47

Soient T, ..., T, des éléments de E. La famille (Z1,...,%,) est liée si et seulement si ['un des vecteurs

T1, ..., T, est combinaison linéaire des autres vecteurs.

Preuve — > Supposons que la (Z1,...,&n) soit liée. Alors il existe (A1,...,An) € K" tel que E?:
(A1,.--,An) #(0,...,0). Il existe donc ig € {1,...,n} tel que A;; # 0. On a donc

)‘io'fio+ E i - % =0g.
=1 n

Yo
1710

- 1 - A
Ai Ai
0 . ] 0
i=1 n i=1,...,n

) -
i#ig i#ig
Donc Z;, est une combinaison linéaire des autres vecteurs.

1

Donc

Azfz :GE et

< Réciproquement, supposons que &;, = Zizl,_”n Ai - &;. Alors on a 1- &, + Zlgign(*)\i) -#; = 0 et les \; sont non

i#i0 i#ig
tous nuls puisque A;; = 1. Donc la famille (Z1,...,Zy) est liée.

La remarque suivante découle de la définition de deux vecteurs colinéaires.

REMARQUE 48 — Soient T et i des éléments de E. La famille (Z,4) est liée si et seulement si & et § sont

colinéaires.

Donnons des exemples classiques de familles libres.

EXEMPLES 49

e La famille (1,4) est libre dans le R-espace vectoriel C.

Preuve — Soit (A, ) € R? tel que A- 1+ p-i = 0. Alors, par identification des parties réelles et imaginaires, A = 0

et p=0. D’ot la liberté de la famille (1,4) dans le R-espace vectoriel C.

e Soit n € N*. Posons ¢, = (1,0...,0), & = (0,1,0,...,0), ..., €&, = (0,...,0,1). La famille

(€1,...,€n) est libre dans K™.

Preuve — Soit (A1,...,An) €K™ tel que Y " A; - & = Ogn.

Onad " Xi-&=(\1..., ) et Ogn = (0,...,0).

Donc (M,...,An) =(0,...,0) et donc, pour tout i € {1,...,n}, A; =0.
o La famille (X™)pen est libre dans K[X].

Preuve — Soit (X9, ..., X%) une sous-famille finie de de (X™)nen avecdi < da < ... < dp. Soit (A1,...,\p) € KP
tel que M1 X% + ...+ )\deP = 0. Alors par unicité des coefficients du polynéme nul, A1 = X1 = ... =X, = 0. Donc

la famille (X% ..., X %) est libre.
Toute sous-famille finie de (X™)pen est donc libre, et donc la famille (X™)nen est libre.

e La famille (1, X,..., X™) est libre dans K, [X].

Preuve — La famille (1, X, ..., X™) est une sous-famille finie de (X™)nen qui, on vient de le voir, est libre. Par

définition de la liberté d’une famille infinie, la famille (1,X,...,X™) est donc libre.

On peut aussi le démontrer en revenant a la définition pour une famille finie.
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e Une famille de polynomes non nuls de degrés échelonnés est libre.

Plus précisément, soit (Py, ..., P,) une famille de polynémes non nuls de K[X] telle que deg(Py) <

... < deg(Py,). Alors la famille (Py, ..., P,) est une famille libre de K[X].

Preuve —
Soit (A1,...,An) € K™ tel que \iP1+ ...+ A Pn =0.

Supposons par l'absurde que (A1,...,An) # (0,...,0). Soit ig € {1,...,n} le plus grand indice tel que Aig # 0. Alors
AP+ ...+ X Py, est de degré deg(P;,) # —oo (car les degrés des polynémes sont échelonnés et \;, P;, est non

nul) et n’est donc pas le polynéme nul. Or, par hypothése, \1P1 + ...+ Xjy Piy =0, ce qui est absurde.

Done (M1, ..., n) = (0,...,0) et la famille (Pi, ..., Py) est libre. O
e La famille ((é 8) , (8 (1)> , (? 8) , (8 ?)) est libre dans My (R).
Preuve — Soit (A1, A2, A3, A1) € R? tel que
T R FEN (I REST N
Alors (f\‘; ’;i) = (8 8). Donc (A1, A2, A3, A1) = (0,0,0,0). D’ot le résultat. 0

EXEMPLES 50

e La famille (1,1) est liée dans le C-espace vectoriel C.

Preuve — En prenant A=i etu=1,onat-1—1xi=0 et (A, pu) = (3,1) # (0,0). Donc la famille (1,1) est liée

dans le C-espace vectoriel C. O
e La famille ((1,2,1),(-1,3,1),(—1,13,5)) est liée dans R3.
Preuve — Soit (\, u,v) € R3.
A—p—v=0
A1,2,1) + p(—1,3,1) + v(—1,13,5) = (0,0,0) si et seulement si ¢ 2\ + 3u + 13v =0
A+ p+5r=0
Il existe des solutions non nulles a ce systéme, par exemple (A, u,v) = (2,3, —1).
On a donc 2(1,2,1) +3(—1,3,1) — (—=1,13,5) = (0,0,0) et la famille ((1,2,1),(~1,3,1),(~1,13,5)) est lice. ~ O

PRrOPOSITION 51

1. Soit & € E. Alors () est une famille libre si et seulement si T # 0.

2. Toute sous-famille d’une famille libre est libre.

8. Toute famille contenant une famille liée est liée.

4. Toute famille (Z1,...,%,) dont 'un des vecteurs T; est nul, est liée.

5. Soit (Z1,...,%,) une famille libre de E. Soit ¥ € E. La famille (Z1,...,Z,, %) est libre si et seulement
si T n’est pas combinaison linéaire de la famille (Z1,...,%,). Autrement dit, (Z1,...,Z,,Z) est libre si
et seulement si & ¢ Vect(Zy,...,7n).

Preuve —

1. < Supposons Z # 0p. Soit A € K tel que A - Z = 0. Alors comme Z # O, A = 0. Donc la famille (&) est libre.

> Réciproquement, si & = O alors 1- % = 0, donc la famille (Z) est liée. Donc par contraposée, si (Z) est libre alors

Z#0g.

2. Soit (Z1,...,&n) une famille libre de E. Quitte & changer la numérotation, considérons la sous-famille (Z1,...,Zp)
avec p < n. Si (&1,...,Tp) est une famille liée, alors 'un des vecteurs &;, avec igp € {1,...,p} est combinaison
linéaire des autres et donc &;,, vecteur de la famille (Z1,...,%n) est combinaison linéaire des autres vecteurs &;, avec
i €{1,...,n}. Ceci contredit le fait que la famille (Z1,...,Zn) est libre.

3. Soit (Z1,...,Zn) une famille liée de E. Considérons la famille (Z1,...,Zn,W1,...,Wp). La famille (1, ..., %) étant

liée, I'un des vecteurs &;, est combinaison linéaires des autres vecteurs Z;, donc a fortiori des vecteurs de la famille

(Z1,...,%n,W1,...,Wp). Cette famille est donc liée.

4. Une famille contenant le vecteur O contient donc la famille (0z) qui est liée, et est donc liée.
5. Soit (A1,...,An,\) € K*F1 tel que
M- T1+...+ X\ Zn+ A ZT=0g.
—\;

. n 7 . . . . . . s .
Si A # 0 alors & = Z —— - &;, ce qui contredit le fait que & n’est pas combinaison linéaire des Z;. Donc

=1 )

A = 0. Donc Z?:l X\ - & = Og. La famille (#1,...,2Zn) étant libre, pour tout ¢ € {1,...,n}, A; = 0. Donc
(A, -3 n,A) =(0,...,0,0). Donc la famille (Z1,...,Zn, %) est libre.

O
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1.3. FAMILLES DE VECTEURS

1.3.3 Bases
DEFINITION 52

Soit (Z;)ier une famille de vecteurs de E. On dit que la famille (Z;);cr est une base de E si c’est une
famille libre et génératrice.

PROPOSITION 53

Soit (Z1,...,2Z,) une famille de vecteurs de E. La famille (Z1,...,%,) est une base si et seulement si tout
élément & de E s’écrit de fagon unique comme combinaison linéaire de la famille (Z1,...,%,).
Autrement dit, il existe un unique n-uplet (A1,...,\,) € K" tel que
n
E=) N\
i=1

Les coefficients \; de cette combinaison linéaire sont appelés les coordonnées de T dans la base
(l‘l, ce ,.’L‘n).

Preuve — L’existence provient du caractére générateur et 'unicité du caractere libre. O

% Les bases sont des familles et non des ensembles!

Donnons des bases classiques & connaitre. Nous avons déja montré dans les parties précédentes que ces
familles sont libres et génératrices, par définition, ce sont donc des bases.

EXEMPLES 54

e La famille (1,i) est une base du R-espace vectoriel C.
Les coordonnées d’un élément z € C dans la base (1,7) sont (Re(z),Im(z)).
e Soit n € N*. Posons ¢, = (1,0,...,0), & = (0,1,0,...,0),..., €, = (0,...,0,1). La famille
(€1,...,€n) est une base de K", appelée la base canonique de K".
Les coordonnées d’un élément & = (x1,...,x,) € K™ dans cette base canonique sont (x1,...,T,).
e Soitn € N*. La famille (1, X,...,X™) est une base de K,,[X], appelée la base canonique de K, [X].
Les coordonnées d’un polynome P = ag+ a1 X + ...+ a, X™ € K, [X] dans cette base canonique sont
(ag,a1,...,am).

e La famille (X™),en est une base de K[X], appelée base canonique de K[X].
. 10 01 00 0 0 y
e La famille <(0 O> , <0 0) , (1 0> , <0 1)) est une base de Ms(R), appelée la base cano-
nique de My(R).
Les coordonnées d’une matrice (i Z) € M3(R) dans cette base canonique sont (a,b, c,d).
(X—-a?® (X-a)"

20 77l
K,,[X]. Les coordonnées d'un polynome P € K, [X] dans cette base sont (P(a), P'(a), P"(a),...,P™(a)).

est une base de

EXEMPLE 55 — Soient n € N et a € K. La famille (1,X —a,

(X-a? (X-ar
2! T n!

Preuve — Montrons que la famille (1,X —a, ) est libre et génératrice.

e [l s’agit d’une famille de polynémes de degrés échelonnés donc cette famille est libre.

P& (q)

(X —a)k
k! ‘

e Soit P € K, [X]. D’aprés la formule de Taylor polynomiale, on a P = ZZ:O A

(X-a? (X—ar
2! B n!

(X —a)k =370 PW(a)

La famille de vecteurs (l,X —a, ) est donc génératrice.

De ces deuz points, il vient que la famille est une base et la décomposition précédente nous donne les coordonnées de P

dans la base. O
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1.4. ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE

Pour déterminer les coordonnées d’un vecteur dans une base, on doit déterminer la combinaison linéaire
de ce vecteur dans la base. C’est souvent ce que I'on fait déja pour montrer qu’une famille est génératrice.

EXEMPLE 56 — Nous avons vu a l'exemple /5 que la famille ((1, 1), (1, 71)) est une famille génératrice
de R2.

Montrons que c’est une famille libre.

Soit (X, ) € R? tel que A\(1,1) + u(1,—1) = (0,0). Alors (A + p, A — p) = (0,0). Donc

A+pu=0
A—p=0
Donc A = 1= 0. Donc la famille ((1,1),(1,—1)) est une famille libre de R?.

La famille ((1, 1), (1, —1)) est donc libre et génératrice, c’est donc une base de R?.

De plus, on a vu que tout vecteur (x,y) € R? s’écrit

() = 2+ T, -,
Les coordonnées d’un vecteur (z,y) € R? dans la base ((1,1),(1,—1)) sont donc (x ;— y’ z ; y)

Remarquons que nous avions en fait montré, par résolution d’un systéme, que pour tout vecteur (x,y) € R?,
il existe un unique couple (\, i) € R? tel que (z,y) = A(1,1) + u(1,—1). D’aprés la proposition 55, on
obtient alors directement que la famille ((1,1), (1, —1)) est une base de R?.

Lorsque I'on cherche une base d’un ensemble, on peut commencer par chercher une famille génératrice en
écrivant I’ensemble comme un Vect, puis on vérifie qu’il s’agit d’une famille libre.

EXEMPLE 57 — Reprenons l'ensemble H = {(z,y,2) € R3 | 22 — y + 32 = 0} des exemples 55 et
déterminons une base de H.
e Nous avons vu que H = Vect((1,2,0), (0,3,1)). La famille ((1,2,0), (0,3, 1)) est donc une famille
génératrice de H.

o Vérifions que cette famille est libre. Soit (A, ) € R? tel que \(1,2,0) + 1(0,3,1) = (0,0,0).

A=0
On a donec S 2A+3u =10

w=20
Donc A= p=0.

La famille ((172,0), (0,3, 1)) est donc libre.
e Conclusion : La famille ((1,2,0), (0,3, 1)) est donc une base de H.

1.4 ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE

1.4.1 Définition

DEFINITION 58
Soit E un K-espace vectoriel. On dit que E est de dimension finie \ "G R4E\ si E posséde une famille
génératrice finie. Sinon, on dit que E est de dimension infinie \ 0% 4E\ .

EXEMPLES 59

o Les K-espaces vectoriels K™, K, [X] et Ma(K) sont de dimension finie. En effet, leur base canonique
est une famille génératrice finie.

o Le K-espace vectoriel K[X] est de dimension infinie. En effet, aucune famille finie n’engendre K[X].
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1.4. ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE

1.4.2 Existence de bases finies

Nous allons démontrer dans cette partie que tout espace vectoriel E de dimension finie admet au moins
une base, puis dans la partie suivante que deux bases de E ont le méme nombre d’éléments. Cela nous
permettra de définir la dimension de E' comme le nombre d’éléments d’une base quelconque de E.

THEOREME 60
Soit E un K-espace vectoriel tel que E # {6;;} Soit G une famille génératrice finie de E. Soit L une
sous-famille de G telle que L est libre'. Alors il existe une base finie B de E telle que L C B C G.

Preuve — Soit G = (Z1,...,Zxn) une famille génératrice de E. Soit £ une famille libre contenue dans G.

Si L est génératrice alors c’est une base et on a le résultat.

Supposons donc que £ n’est pas génératrice. Quitte & changer la numérotation, supposons que £ = (Z1,...,Zp) avec p < n.
o Alors il existe &;, € {Zp+1,...,Zn} tel que la famille (&1, ..., Tp, 5, ) est libre.
En effet, sinon, chaque vecteur &; avec i € {p+1,...,n} serait combinaison linéaire des vecteurs Z; avec j € {1,...,p}

et alors chaque vecteur & de E pourrait s’écrire comme combinaison linéaire des vecteurs de la famille £. La famille £
serait donc génératrice, ce qui est absurde.
On peut donc compléter la famille £ par un vecteur Z;, € {Zp+1,...,Zn} et la famille (Z1,...,Zp, T, ) est libre.

e Si cette famille est génératrice, c’est une base et on a le résultat. Sinon, on peut & nouveau trouver un vecteur ;,
appartenant & G mais n’étant pas un vecteur de la famille (Z1,...,Zp, T, ) et telle que la famille (Z1, ..., &p, Ti; , Tiy)
soit libre.

e On construit ainsi de proche en proche une suite de familles libres L1, L2, ..., telles que
L1GCLyG...CG.
Comme G est une famille finie, il existe k € N tel que Ly est libre et génératrice. C’est donc une base de E telle que
LC L, CQG.
O

Nous pouvons en déduire directement les résultats suivants.

THEOREME 61
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie tel que E # {0g}.

e De toute famille génératrice finie, on peut extraire une base finie.

e Théoreme de la base incomplete :
Toute famille libre peut étre complétée en une base finie.

e F admet au moins une base finie.

Preuve —

—

e Soit G une famille génératrice de E. Comme E # {0z}, la famille G contient un vecteur non nul Z. La famille (Z) est
donc libre. D’apres le théoréme précédent, il existe donc une base B telle que () C B C G. La famille B est donc une
base de F, extraite de G.

e Soit £ une famille libre de E. E étant de dimension finie, £ admet une famille génératrice finie G. La famille GU L
est génératrice car elle contient une famille génératrice.
D’apres le théoreme précédent, il existe donc une base B telle que £L C B C LU G. La famille £ est donc complétée en
une famille B, base de E.

e F étant un espace vectoriel de dimension finie, £ admet une famille génératrice finie G. D’apres le premier point, on
peut donc extraire de G une base finie. £ admet donc au moins une base finie.

O

REMARQUE 62 — Plus précisément, nous avons démontré que toute famille libre peut étre complétée en
une base en choisissant les vecteurs dans n’importe quelle famille génératrice.

REMARQUE 63 — Dans le cas ot E = {()};}, aucune famille de vecteurs de E n’est libre et E ne posséde
donc pas de base.

1. 1l en existe, il suffit de prendre par exemple la famille constituée d’un vecteur non nul de G, qui est une famille libre.
Un tel vecteur existe car on a supposé E # {0g}.
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1.4. ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE

1.4.3 Dimension

ProrosiTION 64
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie engendré par n éléments. Alors toute famille libre de F
possede au plus n éléments.

Preuve — Soient G = (Z1,...,%n) une famille génératrice finie de E et F = (¥1,...,¥m) une famille de m vecteurs de E
avec m > n. Montrons que F est une famille liée.
e Si F contient un vecteur nul alors F est liée et la proposition est démontrée.
e Supposons donc que pour tout i € {1,...,m}, 7; # Og. La famille G étant génératrice, il existe (A1, ..., An) € K™ tel
. n o
que y1 = Zi:l i - Ty
o 1 Ai
Comme ¢ # Op, les \; sont non tous nuls. Quitte a réindicer, supposons que A1 # 0. Alors 1 = ™ 71 +Z?_2 )\—Z T
1 A1
On en déduit que tout élément & de E s’écrit comme combinaison linéaire de 1, @2, .. ., Zn. La famille (¢1, @2, ..., Zn)
est donc génératrice.

e Cette famille étant génératrice, il existe (u1,...,un) € K" tel que go = p1 - 41 + 2?22 Wi+ Ty

Si, pour tout ¢ € {2,...,n}, p; = 0 alors go = A1 - g1 et la famille (¢1, 2, ..., Tm) est liée, et la proposition est alors
démontrée.

1 .
Sinon, quitte & réindicer, supposons que p2 # 0. Alors o = — - y3 + m i+ 2?73 L Z;.

2 2 =3
La famille (41, %2, T3, - - .,Zn) est donc génératrice.
Ainsi, on obtient a chaque étape une famille génératrice sous la forme (71, ...,%p, Tp+1,---,%Ln), ot p < 1.
En particulier, pour p = n, la famille (yi,...,¥n) est génératrice. On en déduit que ¥, +1 s’écrit comme combinaison
linéaire des ¢; avec ¢ € {1,...,n}.
La famille (41, ..., Jn,Yn+1) est donc liée. Toute famille contenant une famille liée étant liée, on en déduit que la
famille (¥i,...,Ym) est liée.

e Finalement, toute famille contenant strictement plus de n vecteurs est liée. Une famille libre contient donc au maximum
n vecteurs.

O

Une famille constituée de n éléments est appelée famille de cardinal n.

THEOREME 65
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Toutes les bases de E sont finies et de méme cardinal.

Preuve — Soient B et B’ deux bases de E de cardinaux n et n’. Comme B est génératrice et B’ est libre, d’aprés la proposition

précédente, n’ < n. De méme, comme B’ est génératrice et B est libre, n < n/. D’ou n = n'. O
Nous pouvons maintenant définir la notion de dimension.
DEFINITION 66

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Le cardinal commun a toutes les bases de E est appelé
dimension \4E%0\ de E, et est noté dim(E) (ou dimg(E) sl y a ambiguité sur le corps K)..

Par convention, si E = {0z}, alors dim(E) = 0.

DEFINITION 67
Soient E un K-espace vectoriel.

e Sidim(E) =1, on dit que E est une droite vectorielle.

e Sidim(E) =2, on dit que E est un plan vectoriel.

Pour déterminer la dimension d’un espace vectoriel E/, on trouve donc une base de E puis on compte le
nombre d’éléments de cette base.

EXEMPLES 68 A partir des bases canoniques des espaces vectoriels suivants, on obtient leur dimension :

o dimK" =n, e dim M, (K) = n?,
o dimK,[X]=n+1, e dimcC=1,
o dimM,, ,(K) = np. e dimg C = 2.
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1.4. ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE

PROPOSITION 69

o Soient E et F' des K-espaces vectoriels de dimension finie. Alors E X F' est de dimension finie et
dim(F x F) = dim FE + dim F.
e Plus généralement, soient E1, ..., E, des K-espaces vectoriels de dimension finie. Alors

dim(Eq X ... x Ep) =dimE; + ... +dim E,,.

Preuve —

e Soient (€1, ...,&m) une base de E et (f1,..., fn) une base de F. Montrons que la famille
B=((€1,0r), ., Em,0r), 0, 1), (Os, f2))
est une base de F x F.

— Montrons que B est une famille génératrice de E x F. Soit (Z,7) € E X F. Comme Z € E, il existe (A1,...,Am)
tel que ¥ = Z:il Ai - €. Comme § € F, il existe (u1,...,un) tel que ¥ = Z;;l wj - f;. On a donc

@D =D Nd@y w i) =D N @)+ n Op. ).
=1 Jj=1 =1 Jj=1

Donc (&, §) s’écrit donc comme combinaison linéaire des éléments de B.

— Montrons que B est une famille libre. Soient (A1,...,Am) € K™ et (p1,...,un) € K™ tels que
m m
ZM -(&;,0p) + Zﬂj (Op, f;) = (0g,0p).
i=1 j=1

On a donc
m n
(Z i '%yZMj -f;) = (0p,0p),
i=1 j=1

donc Z:r;l i - € = GE et Z?:l i+ f_; = GF

Comme (€1,...,Em) est une base de F, pour tout ¢ € {1,...,m}, A; = 0. Comme (fl, .. ,f—;L) est une base de
F, pour tout ¢ € {1,...,n}, u;j = 0. Donc B est une famille libre.

De ces deux points, on en déduit que B est une base de E x F'. Cette base est constituée de m + n éléments avec
m =dim E et n = dim F. Donc dim(E x F') = dim F + dim F.

e On peut le démontrer par récurrence par exemple.

1.4.4 Caractérisation des bases en dimension finie

Les résultats de cette partie sont importants et seront beaucoup utilisés en pratique.

ProposITION 70
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n.

o Toute famille libre posséde au plus n éléments.

o Toute famille génératrice posséde au moins n éléments.

Preuve — Soit B une base de E. Alors, par définition de la dimension, B est de cardinal n.

e La famille B étant une famille génératrice & n éléments, d’apres la proposition 64, une famille libre posséde au plus n
éléments.

e Soit G une famille génératrice & m éléments. La famille 3 étant une famille libre & n éléments, d’apres la proposition 64,
n < m. Donc G posséde au moins n éléments.

O

THEOREME 71
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.

o Toute famille libre ayant n éléments est une base.

e Toute famille génératrice ayant n €léments est une base.
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1.4. ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE

Preuve —

e Soit £ une famille libre & n éléments. D’aprés le théoréeme de la base incompléte, on peut compléter £ en une base.
Par définition de la dimension, on obtient alors une famille & n éléments. On n’a donc ajouté aucun élément & £ pour
obtenir une base. £ était donc une base.

e Soit G est une famille génératrice & n éléments. De la méme maniére, on peut extraire de G une base, composée de n
vecteurs. C’est donc que 'on n’a retiré aucun vecteur & G pour obtenir une base. Donc G est une base.

O

COROLLAIRE 72
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Soit (Z1,...,%,) une famille constituée d’exactement n
vecteurs. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

o (¥1,...,@,) est une base,
o (¥1,...,@,) est une famille libre,
o (¥1,...,%,) est une famille génératrice.

% Pour dire qu’une famille libre/génératrice est une base, il faut bien vérifier qu’elle a le méme nombre
de vecteurs que la dimension de E.

EXEMPLES 73
e La famille ((1,2,0), (0,1,2),(2,0, 1)) est une base de R3.
En effet, on vérifie que c’est une famille libre. Soit (A1, A2, A3) € R? tel que

>\1(17 27 0) + >\2(07 ]-a 2) + >‘3(27 Oa 1) = (0707 O)

A1 +2X3=0
Alors  2X1 + X2 =0
2X0 + A3 =0

Donc )\1 = )\2 = )\3 =0.
Donc la famille ((1,2,0)7 (0,1,2),(2,0, 1)) est une famille libre, constituée de trois éléments dans
Uespace vectoriel R? de dimension 3. La famille ((17 2,0),(0,1,2), (2,0, 1)) est donc une base de R3.

e Nous avions vu que Vect((1,1),(1,—1)) = R%. La famille ((1,1),(1,—1)) est donc une famille
génératrice de R, constituée de deux éléments dans l’espace vectoriel R? de dimension 2. La famille
((1,1),(1,-1)) est donc une base de R?.

1l est donc inutile ici de montrer que cette famille est libre (comme nous lavions fait dans une partie
précédente) pour obtenir le fait que c’est une base.

o La famille (1, X — 2, X%+ X +1,2X3 — 2) est une base de R3[X].
En effet, il s’agit d’une famille de polynomes de degrés échelonnés, c’est donc une famille libre de

R3[X]. Cette famille est constituée de 4 éléments dans 'espace vectoriel Rg[X] de dimension 4. La
famille (1, X —2, X%+ X +1,2X3 — 2) est donc une base de R3[X].

Résumons.

METHODE 74 — Il y a quatre manicres de montrer qu’une famille B de vecteurs est une base d’un espace
vectoriel E de dimension finie :

e On montre que tout vecteur de E s’écrit de maniére unique comme une combinaison linéaire de
vecteurs de la famille B.

e On montre que la famille B est une famille libre et génératrice de E.
e On montre que la famille B est une famille libre et on vérifie que dim(E) = card(B).
e On montre que la famille B est génératrice de E et on vérifie que dim(E) = card(B).

Si l’on connait la dimension de FE, les deuz derniéres méthodes sont souvent plus rapides.
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1.4. ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE

1.4.5 Dimension d’un sous-espace vectoriel

PROPOSITION 75
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors F est de
dimension finie et

e dimF < dimF,

o dim F = dim F si et seulement st E = F.

Preuve —

e Si F={0g}, on a le résultat.
Supposons F' # {6 £} Notons n la dimension de E. Soit N l'ensemble des cardinaux des familles libres de F. Toute
famille libre de F' est une famille libre de E donc contient au plus n éléments. N est donc majoré par n. N étant une
partie non vide de N, N admet un maximum p avec p < n.
Soit £ = (&1,...,Tp) une famille libre de F' & p éléments. Montrons que £ est une base de F.
Soit & € F. Comme F n’admet pas de famille libre & plus de p éléments, la famille (Z1,...,Zp, Z) est liée. Donc & est
combinaison linéaire des vecteurs Z;. £ est donc une famille génératrice de F'.
Donc £ est une base de F' et F' est de dimension finie p < n = dim E.

e Supposons que dim EF = dim F. En reprenant la démonstration du point précédent, £ est une famille libre de F' donc
de E constituée de n = dim E éléments. C’est donc une base de E. £ étant génératrice, on a E = Vect(L) = F.

O

DEFINITION 76
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Un sous-espace vectoriel de E de dimension n — 1 est appelé
un hyperplan.

EXEMPLES 77
0

a) |ae R} est engendré par le vecteur

. a
e Nous avons vu a l'exemple 55 que ’ensemble G = (0

0 1
de G. Donc G est un sous-espace vectoriel de Mz(R) de dimension 1. C’est une droite vectorielle de
M, (R).
e Nous avons vu a l’exemple 57 qu’une base de 'ensemble H = {(x,y,2z) € R® | 22 — y + 32 = 0} est
la famille ((1,2,0),(0,3,1)). Donc H est un sous-espace vectoriel de R? de dimension 2. C’est un
plan vectoriel de R3.

(1 0). Ce vecteur étant non nul, la famille (((1) ?)) est libre et génératrice, c’est donc une base
e

e Posons = (1,0,1), 7= (2,1,1) et & = (1,1,0). Déterminons la dimension du sous-espace vectoriel
de R3, V = Vect (i, v, 0).
Par opérations sur les Vect, on a

La famille (4, W) est donc une famille génératrice de V.
Les vecteurs @ et W ne sont pas colinéaires, donc la famille (@, W) est libre.
Libre et génératrice, (4, W) est donc une base de V et V est de dimension 2.

Le résultat suivant propose une méthode pour montrer 1’égalité de deux espaces vectoriels.

ProrosiTion 78
Soit E un K-espace vectoriel. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de dimension finie de E. Si
F C G et dim(F) = dim(G) alors F = G.

Preuve — Posons p = dim(F). Soit B = (Z1,...,Zp) une base de F. Alors B est une famille libre dans F', donc dans G. B
est donc une famille libre constituée de p éléments dans un espace vectoriel G de dimension p. B est donc une base de G.
Donc G = Vect(Z1,...,Tp) = F. |

23
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1.4.6 Rang d’une famille de vecteurs

DEFINITION 79
Soit E un K-espace vectoriel. Soient &1, ..., &, des éléments de E. On appelle rang de la famille
(Z1,...,Zn), noté rg(&,..., &), la dimension de l’espace vectoriel engendré par ces vecteurs :

rg(#1,...,%4,) = dim (Vect(Z1,...,T,)) .
Le rang d’une famille de vecteurs est le plus grand nombre de vecteurs linéairement indépendants qu’elle
contient.

ExEMPLES 80
e [En reprenant le troisieme point de l’exemple 77, on obtient que rg((1,0,1),(2,1,1),(1,1,0)) = 2.
o rg(l, X, X2 X%) =4
o 1g(X,2X,4X) =1.

ProrosiTion 81
Soit E un K-espace vectoriel de dimension quelconque. Soient ¥4, ..., &, des éléments de E. On a

avec égalité si et seulement si la famille (%1, ..., Zp) est libre.

Preuve — Vect(Z1,...,Zp) est un espace vectoriel engendré par la famille finie (Z1,...,Zp), il est donc de dimension finie,
inférieure & p, nombre d’éléments de cette famille génératrice. Donc

rg(Z1,...,ZTp) = dim (Vect(Z1,...,Zp)) < p.

En dimension p, une famille de p vecteurs est libre si et seulement si elle est génératrice. O

PROPOSITION 82

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Soient &1, ..., T, des éléments de E. On a
rg(Z1,...,7p) < n,
avec égalité si et seulement si la famille (%1, ...,%p) est génératrice de E.
Preuve — Vect(Z1,...,Zp) est un sous-espace vectoriel de E donc dim(Vect(Z1,...,Zp) < dim(E) = n, avec égalité si et
seulement si Vect(Z1,...,&p) = E, c’est-a-dire si et seulement si la famille (Z1,...,Zy) est génératrice. O

COROLLAIRE 83
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Soient 1, ..., T, des éléments de E. La famille (Z1,...,%,)
est une base de I/ si et seulement si

1.4.7 Matrice d’une famille de vecteurs

DEFINITION 84

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Soit B = (é1,...,€,) une base de E. Soit F = (Z1,...,%p)
une famille de vecteurs de E. Pour tout j € {1,...,p}, on note (a1 j,...,an,;) les coordonnées de &; dans
la base B.

La matrice A = (a; j)i=1...n, notée matp(F) est appelée matrice de F dans la base B.
j=1l...p

REMARQUE 85 — Soit Z € E et soit B une base de E. Alors matg(Z) est la colonne des coordonnées de &
dans la base B.
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EXEMPLES 86

e Dans la base canonique B, de R*,

1 2 -1
0 1 0
math((lvoa_172)7(2717071)7(_1707011)) =11 0 0
2 1 1
e Dans la base canonique B, de Ry[X],
1 0 -1
matg, (14+ X, X +2X%, -1 -X+XH) =1 1 -1
0 2 1

1.5 SOMME DE SOUS-ESPACES VECTORIELS

Dans cette partie, F désigne un K-espace vectoriel.

1.5.1 Somme de deux sous-espaces vectoriels

DEFINITION 87
Soient F et G deur sous-espaces vectoriels de E. On appelle somme de F et G \ZVE73 8] F5 GFFI
l’ensemble

F+G={Z+y|ZecFetyecG={ucE |3y cFxG, u=2+7y}

PROPOSITION 88
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. La somme F + G est un sous-espace vectoriel de E. De
plus, F' 4+ G est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant F et G.

Preuve — Vérifions la caractérisation d’un sous-espace vectoriel.
e F est stable par combinaisons linéaires donc, pour tout (Z,9) € F X G, £+ 4§ € E. Donc F+ G C E.
e Comme F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E, Op€Fet0p €G. OnadonclOp=0g+0g€F+G.

e Soient (&#,7) € (F + G)? et (\,p) € K2. 1l existe (Z1,91) € F x G et (Z2,92) € F x G tels que @ = &1 + i1 et
T=%o+Yo. Alors A\ G4+ T=X-Z1+ X T1+To+G2=AN-Z1+91)+ (A T2+ y2) € F+ G puisque F et G sont des
sous-espaces vectoriels de E.

Donc F' + G est un sous-espace vectoriel de E';

OnaF C F+G carpour tout £ € F, T =&+0g et O € G. De méme, G C F 4 G. Donc F + G est un sous-espace vectoriel
de E contenant F' et G.

Soit H un sous-espace vectoriel de E contenant F' et G. Alors, pour tout Z € Fettout y € G, Z+y€ HcarZ € Hety€ H
et H est stable par combinaisons linéaires. Donc F'+ G C H. O

Ainsi, tout sous-espace vectoriel de E contenant F' et G contient aussi F' + G.

@ Ne pas confondre la somme avec I'union! L’union de deux sous-espaces vectoriels n’est pas en général
un sous-espace vectoriel.
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EXEMPLES 89
e R+ iR =C. En effet, R+ iR = {a+ib| (a,b) € R?}.
o Les droites vectorielles Vect((1,0,0)) et Vect((0,1,0)) ont pour somme le plan z = 0. En effet,
Vect((1,0,0)) + Vect((0,1,0)) = {(2,0,0) | z € R} + {(0,4,0) | y € R} = {(2,y,0) | (z,y) € R*}.

REMARQUE 90 — Soient F' et G deuz sous-espaces vectoriels de E. On vérifie facilement les propriétés
sutvantes :

e F+G=G+F, e '+ E=F,
o F+{0g}=F, e F+F=F.

THEOREME 91 (Formule de Grassmann)
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de dimension finie de E. Alors F + G est de dimension finie et

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).
Preuve — Posons p = dim(F'), ¢ = dim(G) et r = dim(F N G). Puisque F N G est un sous-espace vectoriel de F et de G,
r < p et r < gq. Considérons une base (€1,...,€,) de FNG.

Puisque la famille (€1, ..., &) est une famille libre de F, on peut la compléter en une base (€1, ...,€&r, Tr41,Tp) de F. De
méme, on peut la compléter en une base (€1,...,€r, Gr+1,.-.,Yq) de G.

Or tout vecteur 4 de F' + G s’écrit comme somme d’un vecteur de F' et d’un vecteur de G, donc est de la forme
U = Algl +.ooo+ e+ >\7‘+1f7‘+1 +...+ )\pfzp
+p1€1 + o € + e 1Yrt1 + -+ ey,
ot A1,..., Ap, U1, .., tq sont des éléments de K, soit, en posant, pour tout ¢ € {1,...,r}, v; = X\j + w4,
U=uv1€1+ ...+ Vrgr + A’V‘+lf’l‘+1 +...+ Apfp + Mr+1?7’r+1 +...+ ngq-
La famille (€1, ...,€r, Zr41,..-, Zp,Yr+1,-.-,Yq) est donc une famille génératrice de F + G.
Montrons que cette famille est libre.
Soient v1,...,Vr, Arg1,. .., Ap, i1, .., fig des éléments de K tels que

V1€ + oo F Ur@r A+ A 1B g1 o+ Ap@p A et 11 F -+ pg¥y = 05

aeEFNG TeEF weG
Ona#+ v+ wW=0g, donc W =—u— 9 € F puisque @ et ¥ sont éléments de F. Donc w € F N G. Donc W s’écrit comme
combinaison linéaire des €;, ce qui donne :

Pr41¥r41 + .o+ pelq = p1€1 + ... prér,
ol (v1,...,vr) €K".

La famille (&1, ...,&r, ¥rt1,-..,¥q) étant libre, on en déduit que pour tout ¢ € {r +1,...,q}, p; =0.

De méme, on obtient que pour tout ¢ € {r +1,...,p}, A; =0.

On en déduit donc que v1€1 + ...+ vp€r = GE. La famille (€1,..., &) étant libre, pour tout ¢ € {1,...,7}, v; = 0.
La famille (&1, ...,&r, Zry1,..-, Tp, Yr+1,-.-,Yq) est donc libre. Libre et génératrice, c’est donc une base de F' + G.
Ainsi,

dim(F+G)=r+@p-r)+(@-r)=p+q—r
= dim(F) 4+ dim(G) — dim(F N G).

1.5.2 Somme directe

DEFINITION 92

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que la somme F + G est directe \ ELfI1\, et on
note F & G, si tout élément & de F' + G s’écrit de maniére unique sous la forme @ = &+ avec £ € F' et
yeG.

Autrement dit, pour tout @ € F+G, si i = T1+7Y1 et & = To+ o avec (T1,71) € FXG et (T2,92) € FXG,
alors ¥y = T et Y1 = yo.
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REMARQUE 93 — La seule différence entre F' + G et F & G est que le symbole & précise l'unicité de la
décomposition.

La proposition suivante est trés utilisée pour montrer qu’une somme est directe.

PROPOSITION 94
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. La somme F + G est directe si et seulement si

FNG= {6E}

Preuve — > Supposons que la somme F + G soit directe. Soit 4 € FNG. Alorsi=_@ + O = Og +._ @ . Donc par
N~~~ T
eF el eF €G
unicité de la décomposition, @ = 0. Donc FNG C {0g}. Comme O € F et O € G, {0g} C FNG.

Donc FNG = {0z}

< Réciproquement, supposons que FF NG = {GE} Soit @ € F' 4+ (. Supposons que 4 = &1 + 1 et & = T2 + 2. On a alors
Z1 + Y1 = T2 + Y2, donc 1 — T2 = Y2 — ¥1. Notons ¥ cet élément. Comme F et G sont des sous-espaces vectoriels de E,
T=F1—th € Fet =932 — T2 € G. Donc ¥ € FNG. Comme FNG = {0g}, ¥ =0g, et donc &1 = T2 et §1 = Po.

Donc F et G sont en somme directe.

D’ou le résultat. O

EXEMPLE 95 — Dans R3, F = {(x,y,2) € R® |z +y+2 =0} et G = Vect((1,1,1)) sont des sous-espaces
vectoriels en somme directe.

En effet, F et G sont des sous-espaces vectoriels de R® puisque F = Vect((1,—-1,0),(1,0,—1)) et G =
Vect(1,1,1).

Montrons qu’ils sont en somme directe. Soit (z,y,z) € FNG. Alorsz+y+2z=0 et x =y = z. Donc
z=y=2z=0. Donc (z,y,2) = (0,0,0). Donc FNG C {(0,0,0)} et trivialement, {(0,0,0)} C FNG.
Donc FNG = {(0,0,0)}. De la proposition précédente, on en déduit que F et G sont en somme directe.

ProrosITION 96
Soient F' et G deuz sous-espaces vectoriels de dimension finie de E. Alors F' et G sont en somme directe

st et seulement si
dim(F + G) = dim(F) + dim(G).

Preuve — D’apres la formule de Grassmann,
dim(F + G) = dim(F) 4+ dim(G)

si et seulement si dim(F N G) = 0, soit si et seulement si F NG = {GE}, soit finalement si et seulement si F' et G sont en

somme directe. O

1.5.3 Sous-espaces vectoriels supplémentaires

DEFINITION 97

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que F et G sont supplémentaires dans E \
2B PR GH R ERIRNZEA]N (ou que Fest un supplémentaire de G dans E) si E est la somme directe
de F et G, c’est-a-dire :

1. La somme de F' et G est directe : F + G =F & G,
2. La somme de F et G vaut E : E=F + G.
On note alors E = F & G.

% Il faut bien distinguer les notions de « F' et G sont en somme directe » et « E est la somme directe de
F et G » (c’est-a-dire que la somme F + G "remplit” E tout entier).
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PROPOSITION 98
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors F' et G sont supplémentaires dans E si et seulement
si tout élément 4 de E s’écrit de maniére unique sous la forme 4 =&+ ¢ avec T € F et § € G.

Preuve — Cela découle de la définition d’une somme directe et du fait que E = F + G. O

ProposITION 99
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors F' et G sont supplémentaires dans E si et seulement
St

1. FﬂGZ{GE},
2. E=F+G.

Preuve — Cela découle immédiatement de la proposition 94. O

EXEMPLE 100 — E et {6E} sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

@ Ne pas confondre supplémentaire et complémentaire : un supplémentaire est un sous-espace vectoriel
et n’est pas nécessairement unique, le complémentaire n’est pas un sous-espace vectoriel et il est unique.

ProposITION 101

On suppose ici E de dimension finie. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Soient By =
(Z1,...,%p) une base de F' et Bo = (41,...,Yy) une base de G. Alors E = F © G si et seulement si la
famille B = (Z1,...,%p, 1, -.,Yy), concaténée des bases By et Ba, est une base de E.

Preuve — > Supposons que E = F' & G. Alors tout élément @ de E se décompose de maniére unique comme somme d’un
élément de F' et d’un élément de G, et donc comme combinaison linéaire de la famille B. Donc B est une base.

<4 Réciproquement, supposons que B est une base de E. Alors tout élément @ de E s’écrit de maniére unique sous la forme

@=MT1+ ...+ ApZp+ 11 + ...+ pq¥y,
eF G

et donc de maniere unique sous la forme @ = Z +  avec £ € F et Y € G. Donc E = F & G.

D’ou le résultat. O

EXEMPLES 102

e Deuxz droites non confondues passant par (0,0) sont supplémentaires dans R?.
En effet, en notant D1 = Vect(@) et Dy = Vect(¥), la famille (i, V) est libre puisque les vecteurs
ne sont pas colinéaires. Formée de deux vecteurs, cette famille est donc une base de R?. Donc
R2 = D; ® Ds.

e Si P est un plan passant par (0,0,0) et D est une droite non contenue dans le plan et passant par
(0,0,0) alors P et D sont supplémentaires dans R3.
En effet, en notant P = Vect (i, 7) et D = Vect(w), la famille (i, 7,0) est une base de R3.
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o L’ensemble des fonctions paires P et l’ensemble des fonctions impaires T sont supplémentaires dans
F(R,R).
En effet, P et T sont des sous-espaces vectoriels de F(R,R) (a vérifier).

1. Montrons que PNZ = {Or_g}. Soit f € PNZ. Pour tout x € R, f(—x) = f(x) car f est paire,
et f(—z) = —f(x) car f est impaire. Donc, pour tout x € R, f(x) = —f(z), donc f(z) = 0.
Donc f est la fonction nulle. Donc PNZ C {Or_r} et Uinclusion {Or—r} C PNZ est évidente.
Ainsi, PNZ = {Or—r} et donc P et T sont en somme directe.

2. Montrons que F(R,R) =P +Z. Ona P+Z C F(R,R). Réciproqguement, soit f € F(R,R).

On a
fa) = f(z) +2f(*17) L f@) *2f(*x)
et T — W est une fonction paire et x —> W est une fonction impaire.

Donc f € P+ Z. Donc F(R,R) C P+ T et linclusion P +Z C F(R,R). Finalement
F(R,R) =P +T.

Dot F(R,R)=P & Z.

e Dans M2 (R), considérons A = {(g 8) |a€ R} et B = {((c) Z) | (b,c,d) € RS}.
Alors Ma(R) =A@ B.
En effet, A et B sont des sous-espaces vectoriels de E puisque A = Vect ((1 O)) et

omves(¢ 20 9-€ ) N

1. Montrons que ANB = { 8 8 . Soit M € AN B. Alors il existe a € R tel que M = 8 8
o 0 b a 0 0 b . . .
3
et il existe (b,c,d) € R3 tel que M = (c d)' Donc (0 0) = (c d)' Par identification des

coefficients, on en déduit que a =0,b=0,c=0 et d=0. Donc M = 03. Donc AN B C {02},
puis AN B = {02} (Iautre inclusion est évidente).
4 fa b\ _(a O 0 b
2. Pour tout (a,b,c,d) € R?, (c d) = <0 0) + <c a) € A+ B.
Donec M3(R) C A+ B, puis Ma(R) = A+ B (lautre inclusion est évidente).

D'ois My(R) = A® B.

PROPOSITION 103
Supposons ici que E est de dimension finie. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors F posséde un

supplémentaire dans E. De plus, tous les supplémentaires de F dans E ont la méme dimension, égale a
dim(F) — dim(F).

Preuve — Supposons F' # {6E} Considérons une base (Z1,...,Zp) une base de F. D’apres le théoréme de la base incompléte,
cette famille étant libre dans E, on peut la compléter en une base (Z1,...,%p,€pt1,...,6n) de E.

Posons G = Vect(€p+1,...,€n).

D’apres la proposition 101, on obtient donc que £ = F & G.

La dimension d’un supplémentaire découle de la formule de Grassmann. O

Ainsi, si E est de dimension n et si F' est un sous-espace vectoriel de E de dimension p, alors tout
supplémentaire de F est de dimension n — p.

EXEMPLE 104 — Dans R3, soit F = Vect((1,1,1),(0,1,1)). Déterminons un supplémentaire de F.

Pour cela, il suffit de compléter la famille libre ((1,1,1),(0,1,1)) en une base de R3. Comme (0,1,0) n'est
pas combinaison linéaire de (1,1,1) et (0,1,1), la famille ((1,1,1),(0,1,1),(0,1,0)) est une famille libre
de R3, constituée de trois vecteurs dans un espace vectoriel de dimension 3, c’est donc une base de R3.
Ainsi, G = Vect((0,1,0)) est un sous-espace vectoriel supplémentaire de F dans R>.
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On aurait également pu choisir de compléter la famille ((1,1,1),(0,1,1)) avec le vecteur (0,0,1) pour
obtenir une base et alors, on obtient un sous-espace vectoriel H = Vect((0,0,1)) supplémentaire de F' et
différent de G.

REMARQUE 105 — L’exemple précédent montre ainsi qu’il n’y a pas unicité du supplémentaire.

Le résultat suivant est tres utilisé en pratique.

PROPOSITION 106
Supposons ici E de dimension finie. Soient F' et G des sous-espaces vectoriels de E. Alors E = F & G si
et seulement si deux des trois propositions ci-dessous sont vérifiées :

1. FNnG = {GE},
9. E=F+G,
3. dim(F) = dim(F) + dim(G).

Preuve — > Si E = F & G alors les trois propositions sont vérifiées.
<4 Réciproquement, supposons que deux des trois propositions soient vérifiées.
On a déja vu que 1 et 2 impliquent £ = F @ G.

Supposons 1 et 3. Alors dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G) = dim(F) + dim(G) = dim(E). Comme F' + G C E,
on a donc E = F 4+ G. Donc, comme FNG ={0g}, E=F®G.

Supposons 2 et 3. Par la formule de Grassmann, on obtient dim(FNG) = 0, et donc FNG = {GE} Donc, comme E = F+G,
ona E=F®G. O

METHODE 107 — Supposons E de dimension finie. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de
E. Si l'on connait la dimension de F et G, pour démontrer que E = F @& G, on peut vérifier que
dim(F) = dim(F) + dim(G), puis montrer que F NG = {0g} ou bien que E = F + G.

EXEMPLE 108 — Reprenons ’exemple 95.

Dans R3, les sous-espaces vectoriels F = {(x,y,2) € R3 | z +y+ 2 = 0} et G = Vect((1,1,1)) sont
supplémentaires.

En effet, nous avons déja vu que F NG = {(0,0,0)}.

De plus, F = Vect((1,—1,0),(0,1,-1)) donc dim(F') = 2 puisque la famille ((1,—1,0),(0,1,—1)) est libre
et génératrice donc est une base, et dim(G) = 1.

Donc dim(F) + dim(G) = 3 = dim(R3).

De la proposition précédente, on a le résultat.

1.5.4 Somme de plusieurs sous-espaces vectoriels

Dans cette partie, n désigne un entier supérieur ou égal a 2.

Cette partie généralise a n sous-espaces vectoriels ce que nous avons vu pour deux sous-espaces vectoriels.
Les démonstrations sont proches de celles faites dans les parties précédentes et sont laissées en exercices.
Les résultats présents dans cette partie seront particulierement utilisés pour ’étude de la réduction des
matrices.

DEFINITION 109
Soient Fy, ..., F,, des sous-espaces vectoriels de E. La somme de Fy, ..., F, est l’ensemble

ZFz:{fl++fn|(flayfn>€leXFn}
=1

ProrosiTION 110
Soient Fy, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E. La somme 2?21 F; est un sous-espace vectoriel de E.
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DEFINITION 111

n

Soit Fy, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E. La somme Z?Zl F; est dite directe, et on note @ F;, si
i=1

tout élément @ de Y| F; s'écrit de maniére unique sous la forme @ = .| ; ou, pour touti € {1,...,n},

fi e F;.

PROPOSITION 112
Soient Fy, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E. La somme 2?21 F; est directe si et seulement si, pour
tout j € {1,...,n},

Fin Y Fi={0g}.

i=1...n

i#]

n
% On peut pour tout i et j éléments distincts de {1,...,n}, F;NF; = {615}, ou encore ﬂ F;, = {6]5},
i=1
sans que les espaces soient en somme directe. Par exemple, pour n = 3, placons-nous dans R? et prenons
F1 = Vect((l,O)), FQ = Vect(((), 1)) et F3 = Vect((l, 1)) On a F1 N F2 = F2 N F3 = F1 N F3 = {OE} et
Fy N FyN F3 ={0g}. Pourtant la somme de ces trois espaces n’est pas directe puisque, par exemple, le
vecteur (1,1) admet deux décompositions :

(1,1) =0(1,0) + 0(0,1) + 1(1,1) et (1,1)=1(1,0)+ 1(0,1) +0(1,1).

DEFINITION 113
Soient Fy, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E. On dit que les espaces F, . .., F,, sont supplémentaires
s’ils vérifient les deux points suivants :

n n
1. la somme de Fy, ..., F, est directe : ZF’ = @Fi,
=1 =1

2. la somme de Fy, ..., F, vaut E : ZFz =F.
i=1
On note alors E = @, F;.

ProrosiTion 114
On suppose E de dimension finie. Soient F1, ..., F}, des sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Pour tout i € {1,...,p}, on note n; la dimension de F; et B; = (€;1,...,€in,;) une base de F;. Alors la
famille B, concaténée des bases B, ..., By, c’est-a-dire la famille
B= (61,17 <oy €1lng €215+ -,€2 00506015, ep,np)

est une base de E.

ProrosIiTION 115

n
Supposons E de dimension finie. Soient Fy, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E. Alors E = @FZ si
i=1
et seulement si

1. E= zn:F
i=1

2. dim(F) = idim(Fi).
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1.6 SOUS-ESPACES AFFINES D’UN ESPACE VECTORIEL

Dans cette partie, E désigne un K-espace vectoriel.

1.6.1 Points et vecteurs

Dans cette partie, les éléments de E peuvent étre considérés comme des vecteurs mais aussi comme des
points.

Comme on sait additionner des vecteurs de F, on peut addition- PP
ner un point A et un vecteur u, ce qui s’écrit A + u. Le résultat 1:1/ -

est un point Bde £ : B=A+ 1.
Etant donnés deux points A et B, il existe un unique vecteur -
i € E tel que B = A+ 4. On note alors 4 = AB. On écrit
parfois E =B — A.

E =R2
1.6.2 Définition et premieres propriétés

DEFINITION 116
On appelle sous-espace affine de E toute partie F de E de la forme

F=A+F={A+Z|%€cF}

ou F' est un sous-espace vectoriel de E et A est un point de E.

PROPOSITION 117

Soit F un sous-espace affine de E. Le sous-espace vectoriel F' associé au sous-espace affine F est unique.
F est appelé la direction de F. Si F = A+ F, on dit que F est le sous-espace affine de direction F
passant par le point A.

Preuve — Soit F un sous-espace affine de E. Supposons qu’il existe deux points A; et Az de E et F} et Fy deux sous-espaces
vectoriels de FE tels que
F=A1+F =A+ .

Montrons que F7 = Fy par double inclusions.

Soit £ € F1. On a A1 = A1 + GE € A; + F1 puisque 6}3 € Fy. Comme A; + Fy = Az + F», A1 € Ag + F». 1l existe donc
Ty € F5 tel que A1 = Ag + Zo.

Comme A1 + & € A1 + F} = Ag + Fb, il existe g € Fa tel que Ay + & = Az + .
Donc finalement, ¥ = g2 — Z2 € Fs. Donc F; C F5.

Par symétrie des roles de F1 et Fy, on a également Fo C F1.

Donc Fi = F5. D’ou 'unicité. O
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EXEMPLE 118 — D = (1,2) + Vect((1,1)) est un sous-espace affine de R2.

REMARQUE 119 — Tout sous-espace vectoriel F' de E est un sous-espace affine de E puisque F = Op+F.
C’est donc le sous-espace affine de direction F' passant par Og. La réciproque est fausse car en général, Og
n’appartient pas a F.

Géométriquement, les sous-espaces affines se visualisent comme étant des points, des droites ou des plans
ne passant pas nécessairement par Og.

DEFINITION 120
Soit F un sous-espace affine de E de direction F. Si F est de dimension finie, on dit que F est de
dimension finie, égale a dim(F).

DEFINITION 121
e Une droite affine est un sous-espace affine dirigée par une droite vectorielle. Elle est de dimension 1.
e Un plan affine est un sous-espace affine dirigé par un plan vectoriel. Il est de dimension 2.

e Un hyperplan affine est un sous-espace affine dirigé par un hyperplan vectoriel. Il est de dimension
n—1 oun est la dimension de E.

ProprosITION 122
Soit F un sous-espace affine de E de direction F' et B € F. Alors F = B+ F.

Preuve — F étant un sous-espace affine de E de direction F, il existe un point A de E tel que F = A+ F. Comme B € F, il
existe & € F tel que B= A + Z.

Soit C' € F. Alors il existe @ € F tel que C = A+ 4. Donc C = B—F+ 4= B+ (d — Z) € B+ F car F est un sous-espace
vectoriel. Donc F C B+ F.

Réciproquement, soit C' € B + F. Alors il existe ¥ € F tel que C = B+ 9. Donc C = A+ Z+4+ 0 € A+ F car F est un
sous-espace vectoriel. Donc B + F C F.

Donc F = B+ F. O
COROLLAIRE 123

Deux sous-espaces affines sont égaux si et seulement s’ils ont la méme direction et un point commun.

PROPOSITION 124
Soit F un sous-espace affine de E de direction F'. Soit A € F. Alors, pour tout point B de E, B € F si et
seulement si AB € F.

Preuve — Soit B un point de E. Alors B € F = A+ F si et seulement s’il existe & € F tel que B = A + Z, soit si et
seulement s’il existe & € F tel que ,ﬁ = &, soit finalement, si et seulement si ﬁ e F. O

EXEMPLES 125

) . . +y=2 L .
o La droite D de R? d’équation * er ) est un sous-espace affine de direction la droite
r—y+z=
=0
vectorielle d’équation TrY
r—y+2z2=0

Preuve — On remarque que (1,1,1) € D.

(z-1)+@-1)=0
(z-1)—-(w-1)+(z-1)=0
(zx—1l,y—1,z—1)€ D ot D = {(x,9,2) ER3 |z +y =0 etx —y+ 2z =0}, soit finalement si et seulement si
(z,y,2) € (1,1,1) + D.

On a D = Vect(1,—1,—2), donc D est une droite vectorielle.

Soit (x,y,2) € R3. Alors (z,y,2) € D si et seulement si { , soit si et seulement st

Ainsi, D = (1,1,1) + D est un sous-espace affine de direction la droite vectorielle D. O

o L'ensemble P = {P € R[X] | XP' 4+ P = 2X} est un sous-espace affine de R[X| de direction le
sous-espace vectoriel F = {P € R[X] | XP' + P = 0}.
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Preuve — On remarque que X € P.

F est un sous-espace vectoriel de R[X].

Soit P € R[X]. P € P si et seulement si XP' + P = 2X, si et seulement si X(P — X)' + (P — X) = 0, soit si et
seulement si P — X € F, soit finalement, si et seulement si P € X + F.

Ainsi, P = X + F est un sous-espace affine de direction F'. O

o L’ensemble S des suites réelles (un)nen telles que pour tout n € N, upio = dup 1 — 4u, +n est un
plan affine de RY dirigé par l'ensemble Sy, des suites réelles (up)nen telles que pour tout n € N,
Upt2 = 4Upy1 — 4uy,.

L’ensemble S est facile a expliciter, il reste donc a trouver une suite particuliére (vy)nen de S pour
connaitre entierement S.

Preuve — o Cherchons une suite particuliére (vp)nen de S sous la forme (vp)nen = (an + b)nen-

Alors (vn)nen € S st et seulement si, pour tout n € N,

a(n+2)+b=4a(n+1)+4b—4an —4b+n,

soit si et seulement si
an + 2a + b = n + 4a,
soit si et seulement sia =1 et b= 2.
La suite (vn)nen = (N + 2)nen appartient donc a S.
e Explicitons Sy,. L’équation caractéristique associée & unto = 4upt1 + 4up est X2 —4X +4 = (X —2)2. Donc
Sn = {((an +b)2")nen | (a,b) € R?}.

Sp, est un espace vectoriel de dimension 2 puisque Sp = Vect((n2™)nen, (2")nen) et la famille (n2™)pen, (2™)nen)
est donc génératrice et libre, et est donc une base de Sy,.

o Toute suite (un)pen appartient a S si et seulement si la suite (un — vp)nen appartient & Sy, soit finalement si et
seulement si (Un)nen € (Vn)nen + Sh-

Ainsi, § = (Vn)nen + Sp et S est un espace affine de dimension 2 dirigé par Sh,.

O

Plus généralement, 'ensemble des suites réelles (up)nen telles que upyo = aupt1 + bu, + ¢ ot
(a,b,c) € R® avec b # 0, est un plan affine dirigé par l’ensemble des suites réelles vérifiant
Up42 = QUpt1 + bUy .

1.6.3 Intersection de sous-espaces affines

PROPOSITION 126
Soit E un K-espace vectoriel. Soit (F;)icr une famille de sous-espaces affines de E. Pour tout i € I, on
note F; la direction de JF;.

Si ﬂ Fi; # 0 alors ﬂ F; est un sous-espace affine de E de direction N;crF;.

icl iel

REMARQUE 127 — L’intersection de sous-espaces affines peut étre vide. Par exemple, si l’on considére
dans le plan deux droites paralléles et non confondues, leur intersection est vide.

Preuve — Posons F = N;c1F; et F' = N;erF;. Supposons F non vide. Soit alors A € F. Pour tout ¢« € I, A € F;, donc
F; = A+ F;. Montrons que F = A+ F.

Soit M € F. Pour tout i € I, M € F; = A+ F;. Pour tout i € I, il existe donc @; € F; tel que M = A+ Z;. Donc, pour tout
i1€l, @1 =2 et &1 €NierF; =F. Donc M € A+ F.

Réciproquement, pour tout ¢ € I, F C F;, donc A+ F C A+ F; = F;. Donc A+ F C F. O
EXEMPLE 128 — Soient P; et Py deuz plans affines de R? de directions respectives P; et Ps.

L’intersection de Py et Py est soit l’ensemble vide, soit une droite, soit le plan lui-méme, puisque Py N Py
est soit une droite, soit un plan.
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Chapitre 2 Polynomes a une indéterminée

Dans tout ce chapitre, K désigne le corps R, C ou Q.

2.1 DIVISION DE POLYNOMES

2.1.1 Relation de divisibilité

DEFINITION 1
Soient A, B des éléments de K[X]. On dit que A divise \T4FR\ B s’il eviste P € K[X] tel que B = AP.
On note alors A | B.

On dit aussi que A est un diviseur de B, ou que B est divisible par A, ou que B est un multiple de A,

L’ensemble des multiples d’un polynéme A se note parfois AK[X] = {AP | P € K[X]}.

EXEMPLES 2
e Le polynome X% + 3X + 2 est divisible par X +1 car X2 +3X +2= (X + 1)(X +2).
e Le polynome X + 1 divise le polynome 2X + 2 car 2X +2 = 2(X + 1), et le polynome 2X + 2 divise
le polynome X +1 car X +1 = %(QX + 2). Il existe donc des polyndmes tels que A | B et B | A
mais A # B.

PROPOSITION 3
Pour tous A, B € K[X], A| B et B| A si et seulement s’il existe A € K* tel que A = \B.

On dit que A et B sont associés.

Preuve — Soient A et B deux éléments de K[X]
> Supposons qu’il existe A € K* tel que A = AB. Posons P =X € K[X] et Q = % € K[X]. Alors A = BP et B = AQ. Donc
A|Bet B|A.
< Supposons que A | B et B | A. Alors, il existe des polynémes P et Q tels que A = BP et B = AQ. Donc A = APQ.
-1er cas : A=0. Alors B=AQ =0 et donc A=1x B.
-2nd cas : A # 0. Alors K[X] étant un anneau intégre, PQ = 1. Donc P et @ sont nuls et leurs degrés vérifient
deg(P) + deg(Q) = 0.
Donc deg(P) = deg(Q) = 0. Donc P est une constante non nulle \. Donc A = AB avec A € K*. O

REMARQUE 4 — Sur K[X], la relation de divisibilité est réflexive et transitive mais ce n’est donc pas une
relation d’ordre car elle n’est pas antisymétrique.

PROPOSITION 5
Soient A et B des polynémes de K[X]. Si A| B alors B =0 ou deg(A) < deg(B).

Preuve — Supposons que A | B et que B # 0. Alors, il existe P € K[X] tel que B = AP. Comme B # 0, A et P sont aussi
non nuls. On a donc deg(B) = deg(P) + deg(A) > deg(A). |
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2.1.2 Division euclidienne

THEOREME 6 (Division euclidienne)
Soient A et B des éléments de K[X] avec B # 0. Il existe un unique couple de polynomes (Q,R) €
K[X] x K[X] tel que A= BQ + R et deg(R) < deg(B).

Q@ est appelé le quotient de la division euclidienne de A par B, et R est appelé le reste.

Preuve —

1
e Existence : Soit B = ZZL:O b X* un polynéme tel que b, # 0. Si B est constant égal & A alors on prend Q = XA et
R = 0. Supposons maintenant que deg(B) > 1.

Démontrons le résultat par récurrence. Notons, pour tout n € N, (Hy) la propriété : « Pour tout polynéme A de degré
strictement inférieur & n, il existe un couple de polynémes (P, Q) tel que A = BQ + R et deg(R) < deg(B). »

-(Ho), (H1), ..., (Hm) sont vraies en prenant R = A et Q = 0 puisqu’alors A = B x 0+ A et deg(A) < deg(B).
-Soit n > m. Supposons (Hp), montrons (Hp41).

Soit A = ZZ:O arX* un polynéme de degré strictement inférieur & n + 1.

Le polynéme A — In xn-mpB est de degré strictement inférieur & n, donc d’apres (Hy), il existe un couple (Q1, R) tel que
m
A Zixn—mB = BQ1 + R et deg(R) < deg(B).
m

On a alors A = B(Q1 + %X"’m) + R et deg(R) < deg(B).

m
Dot (Hp+1)-

On en déduit le résultat par récurrence.

e Unicité : Soient (Q1, R1) et (Q2, R2) deux couples de polynomes vérifiant la relation.

Alors Ry — R1 = B(Q1 — Q2). Si Q1 # Q2, alors R1 # Ry (car B # 0 et K[X] est intégre) et
deg(R2 — R1) = max(deg(R1),deg(R2)) > deg(B).

Ceci n’est pas possible car R1 et Ry sont de degrés strictement inférieurs & deg(B).

Donc @1 = @2, puis R1 = Ra.

D’ou I'unicité. O
REMARQUE 7 — A | B si et seulement si le reste de la division euclidienne de B par A est nul.
EXEMPLE 8 (Algorithme de la division euclidienne \WiJLEFEEE / PRECHIRIE\) —

Appliquons Ualgorithme de division euclidienne du polynéme A = X° +4X* +2X3 + X2 - X — 1 par le
polynéme B = X3 —2X + 3 :

X5 44Xt 42Xx3 +X? -X ~1 X3 —-2X +3
—(Xx° —2X3%  +3X?) X2 44X +4
4X% 44Xx3 —2Xx? X -1
—(4x4 —8X?  +12X)
4X3  4+6X%2 —13X -1
—(4x73 —-8X  +12)
6X%2 —-5X 13

L’algorithme s’arréte lorsque 'on obtient un polynéme de degré strictement inférieur a X3 — 2X + 3.
On trouve finalement X +4X* +2X3+ X2 - X +1 = (X3 -2X +3)(X? +4X +4) + (6X2? —5X — 13).

On en déduit que le polynome X° +4X* +2X2 + X2 — X — 1 n’est pas divisible par X> —2X + 3 car le
reste 6 X2 —5X — 13 est non nul.
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2.2 RACINES DE POLYNOME

2.2.1 Définition

DEFINITION 9
Soient P € K[X] et a € K. On dit que a est racine \1f\ de P (dans K) si P(a) = 0.

@ Il faut étre vigilant sur le corps K sur lequel on étudie les racines. Par exemple, le polynéme X2 + 1
n’a pas de racine de R mais a des racines dans C, qui sont ¢ et —i. Notons qu'un polynéme de R[X], &
coefficients réels, peut étre vu comme un polynéme de C[X] puisque R C C et les coefficients réels sont
aussi des nombres complexes. Pour un polynéme de R[X], on peut donc regarder les racines dans R ou
dans C, mais il faut le préciser car les résultats peuvent étre tres différents !

REMARQUE 10 — Un polynéme constant non nul n’a pas de racine et le polynome nul a tous les éléments
de K comme racines.

PROPOSITION 11
Soient P € K[X] et a € K. Alors « est racine de P si et seulement si X — « divise P.

Ainsi, si « est racine de P, on peut écrire P = (X — a)Q ou Q € K[X].
Preuve — La division euclidienne de P par X — « s’écrit P = (X — a)@ + R avec Q € K[X] et deg(R) < deg(X —a) = 1.
Donc R est constant et peut s’écrire R = X € K.

En évaluant en «, on obtient alors P(a) = A.

Donc « est racine de P si et seulement si A = 0, soit si et seulement si P = (X — «)Q, soit finalement, si et seulement si
X — « divise P. O

EXEMPLE 12 — Le réel —1 est racine du polynéme P = X3 +2X?% +2X + 1 puisque P(—1) =0 et on a,
par division euclidienne, P = (X + 1)(X%2 + X +1).

2.2.2 Multiplicité d’une racine

DEFINITION 13
Soient P € K[X] un polynome, a € K et m € N*. On dit que o est racine de P de multiplicité \ 1 « [
BN\ m si (X —a)™ divise P et (X —a)™T! ne divise pas P.

On en déduit que si « est racine de P un polynoéme de degré n, alors sa multiplicité est comprise entre 1
et n.

REMARQUE 14 — Si « est racine de P de multiplicité m = 1, on dit que o est racine simple \ 1R\
Si « est racine de P de multiplicité m = 2, on dit que « est racine double.
Si a est racine de P de multiplicité m > 2, on dit que a est racine multiple \ B\

Parfois, si a n’est pas racine de P, on dit que « est racine de multiplicité 0.

PROPOSITION 15
Soient P € K[X] un polynome, o € K et m € N*. Alors

e « est racine de P de multiplicité au moins m si et seulement si (X — )™ divise P.
e « est racine de P de multiplicité m si et seulement s’il existe Q € K[X] tel que P = (X — a)™Q et
Q(a) # 0 (autrement dit, o n’est pas racine de Q).

Preuve — o > Si « est racine de P de multiplicité n > m, alors (X — o)™ = (X — a)™(X — a)™~ "™ divise P par définition,
(X — a)™ divise P.
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< Réciproquement, supposons que (X — )™ divise P. Comme P est de degré fini, il existe n > m tel que (X — )™ divise P
et (X — )™t ne divise pas P. Donc « est de multiplicité n > m.

e > Supposons que « soit racine de P de multiplicité m. Alors par définition, (X — a)™ divise P. Il existe donc @ € K[X] tel
que P = (X — a)™Q. Comme (X — a)™T! ne divise pas P, X — a ne divise pas @, et donc Q(a) # 0.

< Réciproquement, supposons qu’il existe Q € K[X] tel que P = (X — a)™Q et Q(a) # 0. Alors (X — )™ divise P. De
plus, comme « n’est pas racine de @, X — a ne divise pas Q, et donc (X — a)™*! ne divise pas P = (X — a)™Q.

O

EXEMPLE 16 — Soit P = (X — 1)3(X% + 1). Alors (X — 1)? divise P et 1 n’est pas racine de X?* + 1.
Donc 1 est une racine double (dans R et dans C) de P.

Le polynéme X2 + 1 admet i et —i comme racines (dans C) donc P = (X —1)%(X —4)(X +14). Donc i et
—1i sont racines simples (dans C) de P.

EXEMPLE 17 — Le polynéme P = X(X + 1)2(X — 4)3 posséde trois racines distinctes, 0, —1 et 4. 0
est racine simple, —1 est racine double et 4 est racine de multiplicité 3. On dit que P admet 6 racines
comptées avec multiplicité \RIZEEGTHE\ 6=1+2+3).

Souvent, on cherchera donc a écrire le polynéme sous la forme d’un produit de polyndémes. Cela fera

lobjet d’une partie ultérieure du cours (factorisation des polyndmes).

On déduit de la proposition précédente que si « est racine de P de multiplicité m alors « est racine de P’
de multiplicité m — 1.

On peut calculer la multiplicité d’une racine en évaluant les dérivées successives en ce point.

PRroOPOSITION 18
Soient P € K[X], « € K et m € N*. Alors

e « est racine de P de multiplicité au moins m si et seulement si pour tout k € {0,...,m—1}, P®)(a) =0,
e « est racine de P de multiplicité m si et seulement si, pour tout i € {0,...,m — 1}, P¥(a) =0 et
P (a) # 0.

Preuve — Notons n le degré de P. D’apres la formule de Taylor polynomiale,

k!
k=0
m—1 n
P (a) k P (a) k
- mo (Xt ) (X —a)
k=0 k=m
n m—1
Pk (a) Pk (a)
— m -\ k—m o k
=X -y o ey T (X —a)
k=m k=0
~ m—1 P(k)(a) k , . e s N P .
Le polynoéme Ek:o A (X — a)” est de degré strictement inférieur & m. On en déduit que « est racine de P de
o . '. - m—1 P®)() . o o
multiplicité au moins m si et seulement si Zk:o = (X — a)® =0, soit si et seulement si P )(a) = 0 pour tout
ke{o,...,m—1}. ’
De méme, « est racine de P de multiplicité au moins m + 1 si et seulement si pour tout k € {0,...,m}, P*)(a) = 0.
Ainsi, o est racine de P de multiplicité exactement m si et seulement si pour tout k € {0,...,m — 1}, P(k)(a) =0et
PO™) (@) # 0. O

COROLLAIRE 19
Soient P € K[X], « € K et m € N*. Alors « est racine simple de P si et seulement si P(a) = 0 et
P'(a) #0.

EXEMPLE 20 — Soit n € N*. Le polynome P = X™ — 1 n’admet que des racines simples puisque 0 n’est
pas racine de P et pour tout a € C*, P'(a) =na" 1 #0 .

38



2.2. RACINES DE POLYNOME

PROPOSITION 21
Soient P € R[X] un polynéme a coefficients réels et a € C. Alors a est racine de P si et seulement si @
est racine de P, et dans ce cas, o et & ont la méme multiplicité.

Preuve — Notons n le degré de P. P s’écrit sous la forme P =ag + a1 X + ... + an X™ avec (ag,...,an) € R7HL

Les coefficients a; étant réels, on a donc P(a) =ap + a1a+ ...+ ana™ =ap +a1a@+ ...+ apa@™ = P(Q).
)

Donc « est racine de P si et seulement P(a) = 0, soit si et seulement si P(@) = P(a) = 0 = 0, soit finalement, si @ est

racine de P.
De méme, on obtient que pour tout k € N, P(¥) (o)) = P (@).

De la proposition 18, on en déduit que « et @ ont la méme multiplicité dans P. O

EXEMPLE 22 — j est racine de X2+ X + 1, donc j lUest aussi et X2+ X +1= (X — j)(X — 7).

2.2.3 Nombre de racines et degré du polynéme

PROPOSITION 23

Soit P € K[X] un polynéme non nul de degré n et ay, ..., a, des racines distinctes de P de multiplicités
respectives my, ..., my. Alors (X —a1)™ ... (X — o)™ divise P. En particulier, > ._, m; < n.
Preuve — Se démontre par récurrence, l'initialisation a été faite & la proposition 18. O

COROLLAIRE 24
Un polynéme P € K[X] de degré n > 1 admet au plus n racines comptées avec multiplicité (racines
distinctes ou confondues) dans K.

REMARQUE 25 — Les propriétés suivantes sont des conséquences directes de ce corollaire et sont tres
utiles en pratique :

e Si un polynome possede une infinité de racines alors c’est le polynome nul.

e Si un polynéme de degré inférieur ou égal & n admet strictement plus de n racines (comptées avec
multiplicité) alors c’est le polynéme nul.

e Si deux polynémes de degrés inférieurs ou égaux a n coincident en n + 1 points distincts alors ils sont
€gaur.

@ Un polynéme de degré n ne possede pas forcément n racines comptées avec multiplicité. Par exemple,
X2 41 est de degré 2 et n’admet pas de racine dans R.

Le résultat suivant nous dit que I'on peut identifier polyndéme et fonction polynomiale. Ainsi, si deux
fonctions polynomiales sont égales alors leurs coefficients sont égaux. Cependant, ce résultat est faux dans
un corps fini. Par exemple, dans Z/27Z, X2 + X est un polynome non nul alors que la fonction polynomiale
associée est nulle.

COROLLAIRE 26 R R
L’application P — P, qui associe au polynéme P € K[X] la fonction polynomiale P € F(K,K), est
injective.

Preuve — Soient P et @ deux polynémes tels que P = Q. Alors la fonction polynomiale associée & P — Q est nulle. Le

polynéme P — @Q admet donc une infinité de racines, et est donc nul. Donc P = Q. D’ou 'injectivité. O

EXEMPLE 27 — Montrons que la fonction cosinus n’est pas une fonction polynomiale.

Supposons par Uabsurde qu’il existe P € R[X] tel que pour tout x € R, cos(x) = P(z).
Alors, pour tout k € Z, P (g + k?T) = cos (g + kﬂ') =0.

Le polynéme P posséde donc une infinité de racines. Donc P est le polynéme nul. Ceci est absurde car
cos(0) =1 # 0. Donc la fonction cosinus n’est pas une fonction polynomiale.
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2.2. RACINES DE POLYNOME

2.2.4 Polynome scindé et théoreme de d’Alembert-Gauss

DEFINITION 28
On dit qu’un polynéme P € K[X] de degré n est scindé \ 1] 7 Z 1=\ sur K s’il n’est pas constant et
possede exactement n racines comptées avec multiplicité.

On dit qu’un polynome P € K[X] de degré n est scindé & racines simples si P est scindé et posséde n
racines distinctes.

Un polynéme est donc scindé sur K si on peut I’écrire comme un produit de polynomes de K[X] de degré
1.

g? Il est important de préciser « scindé sur K » car par exemple, X2 + 1 est scindé sur C puisque
X2+ 1= (X —14)(X +4) mais ne lest pas sur R car X? 4+ 1 n’a pas de racine sur R.

REMARQUE 29 — Un polynome scindé non constant de degré n et de racines distinctes aq, ..., o, de
multiplicités respectives my, ..., m, est de la forme

P=2X ﬁ(x — ;)™
i=1

ot X est le coefficient dominant de P et on a vérifien =>._, m;.

EXEMPLE 30 — Pour tout n € N*, le polynome P = X™ — 1 est scindé sur C et

n—1
welU, k=0
En effet, P étant de degré n, il admet au plus n racines et pour tout k € {0,...,n — 1}, e est racine

de P. Donc P posséde exactement n racines, et est donc scindé sur C. Ses racines sont les racines n-iéme
de l'unité.

THEOREME 31 (Théoreme de d’Alembert-Gauss ou Théoréme fondamental de 'algebre \ UAEE A E H )
Tout polynéme non constant de C[X| posséde au moins une racine compleze.

COROLLAIRE 32
Tout polynéme non constant de C[X] est scindé sur C.

Ceci signifie que tout polynéme complexe de degré n admet exactement n racines complexes comptées
avec multiplicité.

% Ce théoréme est faux sur R. Par exemple, le polynéme X2 + 1 ne possede pas de racine réelle. Sur C,
on a bien stir X% +1 = (X —i)(X +14).

EXEMPLE 33 — On retrouve donc que le polynome X" — 1 est scindé sur C.

2.2.5 Relations coefficients-racines

Dans cette partie, on considére des polynémes scindés (sur C, c’est toujours le cas comme on vient de le
voir). Commengons par étudier le cas des polynémes de degrés 2 et 3.

e Cas des polynomes de degré 2 :

Soit P = ag + a1 X + a3 X? un polynéme scindé de degré 2. P étant scindé, il admet deux racines oy et
oy (distinctes ou non). On a alors P = ax(X — a1)(X — az).

En développant, on obtient P = as X? — as(a; + o)X + aga .
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2.2. RACINES DE POLYNOME

Par identification, on a donc les relations suivantes entre les coefficients et les racines :
ay
oy + g = ——,
az
Qo
a10g = —.
a2

e Cas des polynomes de degré 3 :

Soit P = ag + a1 X + a2 X? + a3 X3 un polyndme scindé de degré 3. P étant scindé, il admet trois racines
a1, ag et a3 (distinctes ou non). On a alors P = a3(X — a1)(X — a2)(X — a3).

En développant, on obtient P = a3 X3 — az(a; + as + a3)X? + az(aias + ajaz + azaz) X — azajasas.

Par identification, on a donc les relations suivantes entre les coefficient et les racines :

a2
a1 + a2 +az3 = ——,
as
ai
Q10 + 3 + qpxy = —,
a3
ag
100y — ——.
a3

e Cas général :
Nous disposons du résultat plus général suivant, valable pour tout polynome scindé.
PROPOSITION 34

Soit P =Y",_,ax X" € K[X] un polynoéme scindé de degré n > 1. On note o, ..., a, les racines de P
distinctes ou non.

Posons, pour tout k € {1,...,n},
O = E [ 7PRRIRIR O 7 PR
1<i1<...<ip<n

Un—k

Al = (=1)*
ors o, = (—1) o

Autrement dit,

P=a, [[(X —ar) =an(X" =1 X" + 02X "2 + .+ (=1)"0).
k=1

Preuve — On montre que P = ay, HZII(X —ag) = an (X" — 1 X"t +02X" 2 4 ...+ (=1)"0n), puis on identifie les
coefficients sachant que P = ZZ:O ap Xk, O

On retiendra que o7 est la somme des racines et que o,, est le produit des racines :

n n
o] = E a, et o, = H Q.
k=1 k=1

EXEMPLE 35 — Pour n = 4, nous avons par exemple

01 =0a1 + oz + ag + ay,
09 = (12 + 13 + Q1 g + Qiovg + Qi vy + Qi3Quy,
03 = 1203 + 13y + iy oy + a3y,

04 = (102304

EXEMPLES 36
. . , . . r+y=-3
o Déterminons l’ensemble des solutions du systéme 5
Ty = 2.

Soit (x,y) € R?. Alors (z,y) est solution de ce systéme si et seulement si x et y sont les racines
du polynéme P = X? — (z+y)X + a2y = X2 +3X +2. Or P = (X — 1)(X —2). On en déduit que
lensemble des solutions du systeme est {(—1,—2),(—2,1)}.
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r+y+z=1
e Déterminons l’ensemble des solutions du systeme < xy + vz +yz = —1
ryz = —1.

Soit (z,y,z) € R3. Alors (x,vy,2) est solution de ce systéme si et seulement si x, y et z sont les racines
du polynéme P = X3 —(z+y+2) X2+ (vy+az2+y2) X —2yz = X3—X?—X+1. Or P = (X—1)3(X+1).
On en déduit que ’ensemble des solutions du systéeme est {(1,1,-1),(1,-1,1),(-1,1,1)}.

2.3 POLYNOMES D’INTERPOLATION DE LAGRANGE

On considere n + 1 points distincts xo, ..., z,, de K, puis n + 1 autres points distincts ou non yo, ..., Yn
de K. On cherche un polynéme P de degré au plus n tel que, pour tout i € [0,n], P(x;) = y;.

On va montrer I'existence et 'unicité d’un tel polynéme, appelé polynéme d’interpolation de Lagrange
associé a (g, ..., Zn) €t (Yo, - -, Yn)-

Commencons par le cas particulier ot tous les y; sont nuls sauf un.

ProposITION 37
Soient xq, ..., T n+ 1 points distincts de K. Pour tout i € [0,n], il existe un unique polynéme L; de
degré inférieur ou égal a n tel que

Li(l‘]) = 6i,j-

X _
De plus, L; = H w Les polynomes Ly, ..., L, sont appelés les polynémes de Lagrange.

T, —

0<k<n (i — )
k#i

Preuve —

On propose ici de retrouver ’expression du polynoéme L;.

Le polynoéme L; doit s’annuler en n points distincts et est de degré n, il est donc de la forme

Li =X H (X —x1).

0<k<n
k#£i

Comme L;(z;) =1, on en déduit que

1= H (zi —xg), donc A= H ﬁ

0<k<n 0<k<n
k#i k#i
- . (X — i) R e s .
Ainsi, on a nécessairement L; = ﬁ et ce polynéme est de degré inférieur ou égal & n et vérifie L;(x;) = &; ;.
T — Tk
0<k<n '
ki

PROPOSITION 38
Avec les notations de la proposition précédente, la famille de polynomes (Lo, ..., Ly) est une base de
K,,[X]. Les coordonnées d’un polynéme P € K,[X] dans cette base sont (P(xo), P(z1),...,P(xy)).

Preuve — Montrons que la famille (Lo, ..., Ly) est libre.
Soit (Ao, .-+, n) € KM tel que AoLo + ...+ ALy = 0.

Soit 4 € [0,n]. En évaluant en x;, on obtient AoLo(z;) + ...+ X;Li(x;) + ... + A Ln(x;) = 0, soit, puisque Lj;(x;) = d;,;,
A =0.

Comme ¢ est un élément quelconque de [0,n], on en déduit que A\g = ... =\, = 0.
Donc la famille (Lo, ..., Lyn) est libre.

e Composée de n + 1 éléments dans I’espace vectoriel K, [X] de dimension n + 1, on en déduit que la famille (Lo, ..., Ly)
est une base de K, [X].
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2.3. POLYNOMES D’INTERPOLATION DE LAGRANGE

e La famille (Lo, ..., Ly) étant une base de Ky [X], tout polynéme P € K,[X] s’écrit sous la forme P = AgLo + ...+ AnLn.

En évaluant en z;, on obtient P(x;) = ;. Donc P = Z?:o P(z;)L;. Les coordonnées de P dans la base (Lo, ..., Ln) sont
donc (P(zg), ..., P(zn)). |

ProrosIiTION 39

Soient g, ..., T, n+ 1 points distincts de K, et yq, ..., yo n+ 1 points de K distincts ou non. Il existe
un unique polynome L de degré inférieur ou égal a n tel que pour tout i € [0,n],

L(z;) = yi-
De plus,

n n
X —z,;
J
LZE yz’Li:E Yi || —.
- . . Tr; — LL‘j
1=0 =0 j=1l..n
J#i
Preuve —
e Ezistence : Pour tout ¢ € [0, n], en évaluant en x; le polynéme L = E?:o yiL;, on obtient L(z;) = y; puisque L;(z;) = &;,;.
Donc le polynéme L convient.

e Unicité : Soient P et @ deux polynémes de degrés inférieurs ou égaux a n tels que pour tout ¢ € [0,n], P(z;) = y; et
Q(z;) = yi. Alors le polynéme P — @ admet n + 1 racines distinctes et est de degré inférieur ou égal & n, c’est donc le
polynéme nul. Donc P = Q.

O

EXEMPLE 40 — Déterminons l’expression du polynome de degré inférieur ou égal a 3 tel que L(—1) =1,
L(0)=0, L(1) =1 et L(2) = —1.

OnsaitqueLzlXL0+OXL1+1><L2—1><L3=L0—|—L2—L3.

(X -0)(X —1)(X —-2) _ 1 B B
OnaLy= Clo0)(Cl—D(1-9) 6X(X (X —2),
_X-E))X-)x-2) 1 _

LETT Aoy C IR

X - -0 -1) 1
=-X(X+1)(X-1).
(e oe- 1 s oIy

L3 =
Donc

L:_%Xuqux_m_%quqxx_m—%meJMX—n
5

5
= X3+ X%+ 2X.
6 T e

y = L(x)
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REMARQUE 41 — Les polynémes d’interpolation de Lagrange permettent d’approcher une fonction réelle f
par une fonction polynomiale de degré au plus n coincidant avec f en n+1 points distincts. L’interpolation
sert par exemple au calcul approché d’intégrales.

2.4 POLYNOMES IRREDUCTIBLES

2.4.1 Définition et décomposition en produit de facteurs irréductibles

DEFINITION 42
Soit P € K[X]. On dit que P est irréductible \ N[22 17150\ (sur K) si P n’est pas constant et s’il n'est
divisible que par les constantes non nulles ou les polynomes AP avec A € K*.

@ nous allons voir que le polynome X2 + 1 est irréductible sur R mais ne I'est pas sur C puisque
X2+ 1= (X —4)(X +1).

REMARQUE 43 — Un polyndome A non constant n’est pas irréductible (on dit qu’il est réductible) s’il
admet un diviseur B tel que 1 < deg(B) < deg(A). Ceci signifie que A s’écrit sous la forme A = BQ o
B et Q sont des polynémes non constants.

EXEMPLES 44

e Un polynome P = aX 4+ b de degré 1 (a # 0) est irréductible.
Preuve — Soit P = aX + b un polynéme de degré 1. Soit D un diviseur de P. Il existe donc Q € K[X] tel que
P = DQ.
Comme P est non nul, D et Q le sont aussi et 1 = deg(P) = deg(D) + deg(Q) > deg(D). Donc D est de degré 0 ou
1.

-1¢" cas : D est de degré 0. Alors D est une constante A non nulle.
1
-27d cas : D est de degré 1. Alors deg(Q) = 0 donc Q est constant égal a A € K*. Donc D = XP'
D’ou le résultat. O

e Un polynéme de degré 2 est irréductible dans K[X| si et seulement s’il n’est pas scindé dans K.

Preuve — Si P admet deuz racines o et aa distinctes ou non, on a P = AN X —a1)(X — a2) et X — a1 divise P.
Donc P est réductible.

Si P est réductible alors P = DQ avec D et Q de degré 1. Donc D = X\ (X — a1) et Q = A2(X — a2). Finalement,

P=XMX(X —a1)(X —a2) et P est scindé sur K. O
e Un polynéome de degré 2 ou 3 est irréductible dans K[X] si et seulement s’il n’admet pas de racine

dans K.

Preuve — Si P admet une racine o dans K alors X — o divise P et P est réductible.

Soit P un polynéme de degré 2 ou 3 que l’on suppose réductible. Alors P s’écrit sous la forme P = DQ avec D et Q
non constants. Comme deg(P) = deg(D) + deg(Q), on a nécessairement deg(D) =1 ou deg(Q) = 1. Donc D ou Q

admet une racine dans K, et donc P également. O

EXEMPLE 45 — Le polynéme X? — 2 n'est pas irréductible dans R[X] puisqu’il admet /2 et —/2
comme racines, mais X2 — 2 est irréductible dans Q[X] car ce polynéme n’admet pas de racines

dans Q.

e Un polynéme de degré au moins égal & 2 et irréductible dans K[X] n’a pas de racines dans K.

Preuve — Sinon, il serait divisible par un polyndéme de degré 1. O

@ Un polyndéme qui n’admet pas de racines n’est pas forcément irréductible. Cela n’est valable que
pour les degrés 2 et 3. Par exemple, P = (X2 4+ 1)(X? + 1) n’admet pas de racines dans R et n’est pas
irréductible.

Le théoreme suivant nous dit que tout polynome non constant est le produit de polynémes irréductibles.
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THEOREME 46 (Factorisation en produit d’irréductibles)
Soit P € K[X] un polynéme non nul. Alors P s’écrit de maniére unique a l'ordre prés des termes sous la

forme
P =P ...P"",

ou A € K* est le coefficient dominant de P, les polynomes Py, ..., P, sont deux a deux distincts, unitaires

et irréductibles et my, ..., m, sont des entiers naturels non nuls.

Preuve — Nous ne démontrons ici que I’existence, I'unicité sera démontrée ultérieurement.
Démontrons 'existence d’une factorisation en produit d’irréductibles par récurrence sur le degré.
e Initialisation : Les polynémes constants s’écrivent sous la forme P = X\ avec A € K*.

e Hérédité : Soit n € N*. Supposons que tout polynéme non nul de degré inférieur ou égal a n admet une factorisation en
produit d’irréductibles. Soit P un polynéme de degré n + 1.

1°* cas : P est irréductible. Alors en factorisant par le coefficient dominant, on a le résultat.

2nd cas : P n’est pas irréductible. Alors P s’écrit sous la forme P = AB ol A et B sont des polynomes non constants. On en
déduit que deg(A) < n+1 et deg(B) < n+ 1, donc d’aprés ’hypothese de récurrence, A et B admettent des factorisations

en produit d’irréductibles. Par produit, P = AB admet également une factorisation en produit d’irréductibles. O

EXEMPLES 47

o La décomposition en produit de facteurs irréductibles de X3 — 1 sur R est
XP-1=(X-1D(X?2+X+1)

puisque X — 1 et X2 + X + 1 sont irréductibles (X — 1 est de degré 1 et X?> + X + 1 est de degré 2
sans racine réelle).

o La décomposition en produit de facteurs irréductibles de X3 — 1 sur C est
X1 = (X —1)(X = )(X —J)

puisque X — 1, X —j, X — 7, de degré 1, sont irréductibles.

2.4.2 Polynomes irréductibles complexes et réels

Donnons maintenant les polynémes irréductibles de R[X] et C[X].

PROPOSITION 48
Les polynémes irréductibles de C[X] sont exactement les polynomes de degré 1.

Preuve — Si P € C[X] est de degré 1 alors il est irréductible.

Réciproquement, soit P € C[X] un polynéme irréductible. P étant non constant, d’apreés le théoréme de d’Alembert Gauss,
P admet une racine a € C. Donc X — « divise P. Comme P est irréductible, il existe A € K tel que P = A(X — «). Donc P
est de degré 1. O

Du théoreme de factorisation et de la proposition précédente, on déduit immédiatement le résultat suivant.

COROLLAIRE 49
Soit P € C[X]. Alors P s’écrit de maniére unique & l'ordre prés des termes sous la forme

ks
P=X[](X =)™,
i=1
ou A € K est le coefficient dominant de P et a, ..., a, sont des nombres complexes deux o deux distincts.

Regardons maintenant sur R.
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PROPOSITION 50
Les polynémes irréductibles de R[X] sont exactement

e les polynémes de degré 1, de la forme aX + b avec (a,b) € R* x R,

e les polynémes de degré 2 de discriminant strictement négatif, de la forme aX? + bX + c avec
(a,b,c) € R* x R? et b? — dac < 0.

Preuve — Nous avons vu que les polynémes de degré 1 et ceux de degré 2 de discriminant strictement négatif (donc
n’admettant pas de racines réelles) sont irréductibles.

Réciproquement, soit P € R[X] un polynéme irréductible. S’il est de degré 1, on est dans le premier cas. Supposons P de
degré supérieur ou égal a 2. P étant irréductible de degré supérieur ou égal a 2, P n’admet pas de racines réelles. De la
proposition 21, sa décomposition en facteurs irréductibles dans C[X] est donc de la forme

P =2 X = an)m(x —ap)m,
1

our>1etag, ..., a sont des nombres complexes non réels et my, ..., m, sont des entiers naturels non nuls.

On a
(X —ag)™ (X —ag)™ = (X? = 2Re(ag) X + |ay[*)™r € R[X].

Donc, P étant irréductible, r = m1 = 1 et P = A(X2 — 2Re(a1)X + |a1]?) et A = 4(Re(a1)? — |a1|?) = —4Im(a1)? < 0
puisque «; est un nombre complexe non réel.

Donc P est un polynéme de degré 2 de discriminant strictement négatif. O

Rappelons que les polynémes de degré 2 de discriminant strictement négatif sont les polynomes sans
racines réelles.

On en déduit que tout polynéme non constant de R[X] est produit de polynémes de degré 1 ou 2.

COROLLAIRE 51
Soit P € R[X]. Alors P s’écrit de maniére unique & lordre prés des termes sous la forme

S

P= /\H — )™ (X% + b X + )™,

k=1
ou A € K est le coefficient dominant de P, aq, ..., o, sont des nombres réels deux o deux distincts et
pour tout j € {1,...,s}, (bj,c;) sont des couples de nombres réels tels que b? —4¢; < 0.

En pratique, on calcule la décomposition en facteurs irréductibles du polynéme sur C puis on regroupe les
racines complexes conjuguées non réelles. Plus précisément, dans C[X], on écrit la factorisation en produit
d’irréductibles sous la forme

S

P- )\H —aq)™ [T (X = B (X = B,

k=1

oil les a; sont des nombres réels deux & deux distincts et les (), et 5, sont les paires de nombres complexes
conjugués non réels (voir proposition ? 7 7).

On obtient alors dans R[X],

S

P= )\H —aq)™ [T + b X+ )™,

k=1

olt by = —2Re(Bk) € R et ¢ = |Bk|> € R. On a alors, pour tout k € {1,...,s}, b7 — 4c, < 0 puisque
X2 4+ b, X + ¢ n’a pas de racine réelle.

EXEMPLE 52 — Déterminons la factorisation en produit de facteurs irréductibles de X* + 1 sur C puis
sur R.

—iT 3im —3im

) . in
e Les racines 4-émes de —1 sonte®,e @ ,e 1 ete 4

—im 3im —3im

Done X*4+1=(X —eT)(X —e 7 ) (X —e &) (X —e 7).
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On a décomposé X* 4+ 1 en produit de polynémes complexes de degré 1, c’est donc sa décomposition en
produit de facteurs irréductibles sur C.

e On regroupe les racines complexes conjuguées ensemble pour obtenir la factorisation sur R.

Ona (X —eT)(X —e i) = X2 —2005(%))(—}— 1=X2-V2X+1

—3im

et (X —e¥i)(X —e™1

):XQ—QCOS(%)X+1:X2+\/§X+1

Done X* +1 = (X2 —V2X + 1)(X%2+V2X +1).

1l s’agit donc de la décomposition en produit de facteurs irréductibles sur R.

2.5 ARITHMETIQUE DES POLYNOMES

2.5.1 Idéaux dans les anneaux

2.5.1.a. Définition

Dans tout ce paragraphe, (A, +, x) désigne un anneau commutatif.

DEFINITION 53
On appelle idéal de 'anneau (A, +, X) toute partie I de A telle que

1. T est un sous-groupe de (A,+),
2. Pour toutx € I et touta € A, a x x € I.

EXEMPLES 54
e {04} et A sont des idéauz de A.

e Soient (A, 4+, X) et (B,+, x) des anneaux commutatifs. Soit p : A — B un morphisme d’anneauz.
Le noyau de ¢, ker(p) = o~ 1({0p}), est un idéal de (A,+, x).
Preuve —
1. ker(yp) est un sous-groupe comme noyau du morphisme de groupe ¢ : (A,+) — (B, +).

2. Soient x € ker(p) et a € A.
Alors p(a x z) = p(a) X p(z) = ¢(a) x 0 = 0p. Donc a X x € ker(yp).

Donc ker(p) est un idéal de A. O

PROPOSITION 55
Soient I et J des idéaux de (A, 4+, x). Alors INJ et I + J sont des idéaux de A.

Preuve —

e Montrons que I N J est un idéal de A.

1. I NJ est un sous-groupe comme intersection de sous-groupes.

2. Soit x € INJ. Soit a € A. Comme [ est un idéal de A et x € I, ax € I. De méme, ax € J. Donc ax € I N J.
Donc I N J est un idéal de A.

e Montrons que I + J est un idéal de A.

1. -0 =04 4+04 € I + J car I et J sont des sous-groupes.
-Soit (x,y) € (I + J)2. Alors il existe (z7,27,9y1,y5) € (I x J)? tel que * = 7 + x5 et y = y; + ys. Donc
z—y=(xy—yr)+(xry—yy) € I+ J car I et J sont des sous-groupes.
Donc I + J est un sous-groupe de A.

2. Soit ¢ € I + J. Soit a € A. Il existe (zy,z5) € I x J tel que x = z; + x 5. Donc az = axy +axy € I + J car [ et J
sont des idéaux.

D’ou le résultat. O

PROPOSITION 56
Soit a € A. On note aA ou (a), Uensemble {a x k,k € A}. Alors aA est un idéal de A.
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Preuve —
1. e 04 =ax04 donc 0y € A.

e Soit (x,y) € aA. Montrons que  —y € aA. Tl existe (k,k’) € A% tel que ¢ = a x k et y = a x k. Donc
z—y=alk—Fk') € aA.
Donc aA est un sous-groupe de A.
2. On a aA x A =daA.

D’ot le résultat. O

REMARQUE 57 — L’déal (a) est le plus petit idéal contenant a. On dit que (a) est lidéal engendré par a
et que a est un générateur de (a).

PROPOSITION 58
Soit I un idéal de A. On a I = A si et seulement si I contient un élément inversible de A.

Preuve —
>SiI=Aalors 1€ et estinversible.

< Supposons que I contient un élément inversible u € A.

Soit a € A. Alors a = u x (u~'a) € T puisque u~'a € A et I est un idéal de A. Donc A C I et finalement I = A. O
REMARQUE 59 — En particulier, les idéaux d’un corps K sont exactement {Ox} et K.

EXEMPLE 60 — Le seul idéal de l’anneau (Z,+, X) qui contient Uentier 1 est Z lui-méme.

2.5.1.b. Divisibilité dans un anneau intégre

Dans cette partie, on suppose que (A, 4+, X) est un anneau commutatif integre.

DEFINITION 61
Soient a et b des éléments de A.

e On dit que a divise b s’il existe k € A tel que b=k x a. On dit aussi que a est un diviseur de b ou
que b est un multiple de a. On note a | b.

e On dit que a et b sont associés s’il existe un élément inversible u € A tel que b = ua.

EXEMPLES 62
o Les éléments inversibles de 7. sont 1 et —1.

o Les éléments inversibles de K[X] sont les constantes A € K non nulles.

PROPOSITION 63
Soient a et b des éléments de A. Alors a | b si et seulement si (b) C (a).

Preuve —

> Supposons que a | b. Alors il existe k € A tel que b = ak. Soit = € (b). Par définition, il existe &’ € A tel que x = bk’. Donc
z = akk’ € (a). Donc (b) C (a).

< Réciproquement, supposons que (b) C (a). Alors b € (a) donc il existe k € A tel que b = ak. Donc a | b. |

PROPOSITION 64
Soient a et b des éléments de A. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. a et b sont associés
2.blaetalb

3. (a) = (b).

Preuve —

e Supposons a et b associés. Alors il existe un élément inversible u € A tel que b = ua. Donc a | b. Comme u est inversible
dans A, on a aussi, a = u~'b. Donc b | a.
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e Supposons que b | a et a | b. Alors d’apres la proposition précédente, (a) C (b) et (b) C (a), donc (a) = (b).

e Supposons que (a) = (b). Comme a € (b), il existe k € A tel que a = bk. Comme b € (a), il existe k' € A tel que b = ak’.
Donc a = ak’k’, soit a(1 — kk’') = 0.

Sia=0alorsb=0=1 xa.

Supposons a # 0. Par intégrité, on a donc 1 = kk’ et k est donc inversible dans A. Donc a et b sont associés. O

EXEMPLE 65 — Si P et P’ sont des générateurs d’un méme idéal de K[X] alors ils sont associés,
c’est-a-dire qu’il existe A € K* tel que P = AP’. Cela découle de la proposition 3.

2.5.1.c. Anneaux principaux et K[X]

DEFINITION 66

o Un idéal I de A est dit principal s’il est engendré par un élément a de A. Il s’écrit donc sous la forme
(a) = aA.

e L’anneau (A,+, x) est principal s’il est intégre et si tout idéal de A est principal.

PROPOSITION 67
Les idéauz de lanneau intégre (Z,+, X) sont exactement les ensembles de la forme nZ, ot n € N. Ainsi,
Uanneau (Z,+, x) est principal.

Preuve — En effet, les idéaux de Z étant des sous-groupes, ils sont de la forme nZ ou n € N. Réciproquement, nous venons

de voir que les ensembles de la forme nZ sont des idéaux. O

PROPOSITION 68
Les idéauzx de Uanneau intégre (K[X],+, X) sont exactement les ensembles de la forme

PK[X] ={PQ | Q € K[X]}.
Ainsi, Uanneau (K[X], 4+, x) est principal.

Preuve —
> Soit P € K[X]. D’apres ce qui précede, PK[X] est un idéal de K[X].
< Soit I un idéal de K[X]. On exclut le cas ot I = {0} ol on a I = 0K[X].

Soit D I’ensemble des degrés des éléments non nuls de I. Puisque I # {0}, D est une partie non vide de N qui admet un plus
petit élément dg. Soit alors Py un élément de I de degré dp.

- POK[X] C I car Py € I et I est un idéal.

- Soit T € I. Par division euclidienne de T par Py, il existe (Q, R) € K[X]? tel que T = PyQ + R et deg(R) < deg(P).
Onadonc R=T— PyQ.Or T €1 et PoQ €I car I est un idéal, donc R =T — PyQ € I (I est un sous-groupe).

Or deg(R) < do et par définition de dg, on a donc R = 0. Donc T' = PyQ € PyK[X].

Donc I C PoK[X].

De ces deux points, on obtient I = PyK[X]. O

Un idéal de K[X] n’admet pas un unique générateur. Par exemple, XK[X]| = (2X)K[X]. On dispose
toutefois du résultat suivant.

PROPOSITION 69
Tout idéal de K[X] non réduit a {0} admet un unique polynéme générateur unitaire.

Preuve — Soit = PK[X] un idéal de K[X] non réduit & {0}. P s’écrit P = a4, X% + ...+ a1 X + ag avec aq, # 0. Soit P
un générateur de 1.

P et P sont associés, donc il existe b € K* tel que P’ = bP = badOXdO +...4+ba1 X +bag. Donc P est un générateur unitaire

1
de I si et seulement si b = —.
ady
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Donc I admet un unique polynoéme générateur unitaire.
|

Rappelons que nous nous sommes placés dans le corps K = R, C ou Q. L’anneau (Z[X], +, x), lui, n’est
pas principal car il admet des idéaux non principaux.

EXEMPLE 70 — L’%déal I = (2,X) = 2Z[X] + XZ[X] de Z[X] n’est pas principal.

Preuve — Supposons par Uabsurde qu’il existe P € Z[X] tel que (2,X) = (P). Comme 2 € (2,X) = (P), il existe Q € Z[X]
tel que 2 = PQ. Donc deg(P) = deg(Q) = 0 et donc P est constant non nul dans Z et divise 2. Donc P = £2 ou P = £1.
Comme P € (P) = (2,X), il existe (A, B) € Z[X] tel que P =2A+ XB. Donc P = P(0) = 2A(0) est pair. Donc P = £2.
Comme X € (2,X) = (P), il existe C € Z[X] tel que X = PC . Donc 1 = P(1)C(1) = 2C(1) avec C(1) € Z. Ceci est

absurde. Donc I n’est pas un idéal principal. O

2.5.2 PGCD et PPCM dans K[X]

L’étude qui suit est faite dans Panneau (K[X], 4+, X) mais peut étre remplacée par 'anneau (Z, +, X), et
méme a tout anneau principal.

DEFINITION 71
Soit (A, B) € K[X]2. On appelle plus grand diviseur commun (pgcd) de A et B l'unique polynéme
générateur unitaire D de l'idéal AK[X]+ BK[X] :

AK[X] + BK[X] = DK[X].

DEFINITION 72
Soit (A, B) € K[X]2. On appelle plus petit multiple commun (ppcm) de A et B 'unique polynome
générateur unitaire M de lidéal AK[X] N BK[X] :

AK[X] N BK[X] = MK[X].

REMARQUE 73 — Le pgcd et le ppem de deux polynomes sont bien définis car la somme et l'intersection
de deuz idéauz est un idéal et Uanneau (K[X],+, x) est principal.

PROPOSITION 74
Soient A, B et D des éléments de K[X]. Alors D = pgcd(A, B) si et seulement si

1.D|AetD]|B,
2. Pour tout élément D' € K[X], si D' | A et D' | B alors D' | D.

PROPOSITION 75
Soient A, B et M des éléments de K[X]. Alors M = pgcd(A, B) si et seulement si

1. A|M et B| M,
2. Pour tout élément M’ € K[X], st A| M' et B| M’ alors M | M'.

LEMME 76

Soient A et B deux éléments de K[X]. Notons R le reste de la division euclidienne de A par B. Alors
pged(4, B) = pged(B, R).

Preuve — On montre que AK[X] + BK[X] = BK[X] + RK[X]. |

On peut calculer le pged de deux polynomes avec 'algorithme d’Euclide. Il est basé sur des divisions
euclidiennes successives.
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PROPOSITION 77 (Algorithme d’Euclide)
Soient A et B deux polynémes non nuls. On pose Ry = A et Ry = B. Tant que Rpy1 # 0, on effectue la
division euclidienne de Ry par Ryiy1 :

Ry = QrRiy1 + Riro et deg(Rpi2) < deg(Ri41)-

L’algorithme s’arréte et le pged de A et B est le dernier reste non nul, a multiplication par une constante
pres.

Preuve — On peut supposer deg(A) > deg(B). On a deg(Rp) > deg(R1) > deg(R2) > .... Or il n’existe qu'un nombre fini
d’entiers naturels entre 0 et deg(Rp). Il existe donc N € N* tel que deg(Ry) = —oo, soit Ry = 0. Donc l'algorithme s’arréte.

Or pged(A, B) = pged(B, R2) = pged(R2, R3) = ... = pged(Ry—1,0) = ARy_1 o ARN_1 est un polynéme unitaire. [

EXEMPLE 78 — Déterminons le pged de A = X* + X3 +2X?2 + X +1 et B= X3 -3X?+ X - 3.
Par division euclidienne, A = (X +4)B + 13X? + 13.

1
Puis B =13(X2%2+1) x E(X —3)+0.

Donc pged(A, B) = X2 + 1.

Si I'on connait la factorisation en produit d’irréductibles des polynémes A et B, on peut déterminer
directement leur pged, sur le méme principe que pour les entiers.

EXEMPLE 79 — Soient A = 2X(X + 1)2(X?2+ X +1) et B = 3X%(X + 2)(X? + X + 1)2. Alors
pged(A4, B) = X(X? + X +1).

2.5.3 Polynomes premiers entre eux

DEFINITION 80
Soient A et B des éléments de K[X]. On dit que A et B sont premiers entre euz si pged(A, B) = 1.

EXEMPLE 81 — Soient a et b deuzr éléments distincts de K. Les polynomes X — a et X — b sont premiers
entre eur.

THEOREME 82 (Théoreme de Bezout)
Soient A et B des éléments de K[X]. Alors A et B sont premiers entre eux si et seulement s’il existe des
polynomes U et V tels que AU + BV = 1.

Preuve — > Supposons A et B premiers entre eux. Alors AK[X] + BK[X] = 1K[X]. Donc 1 € K[X] = AK[X] 4+ BK[X]. Il
existe donc (U, V) € K[X]? tel que 1 = AU + BV.

< Supposons qu'il existe (U, V) € K[X]? tel que AU + BV = 1.

Alors 1 € AK[X] 4 BK[X]. Or I'idéal engendré par 1 est K[X]. Donc 1K[X] = AK[X] + BK[X] et pgcd(A, B) = 1. O

REMARQUE 83 — On peut trouver les polynomes U et V' a laide de l’algorithme d’Euclide étendu, sur le
méme principe que pour les entiers.

PROPOSITION 84 (Lemme de Gauss)
Soient A, B et C des éléments de K[X]. Si A divise BC et si A et B sont premiers entre euz alors A
divise C.

Preuve — Supposons que A | BC' et pged(A, B) = 1. Alors AK[X] + BK[X] = K[X]. Donc ACK[X] + BCK[X] = CK[X].
Or ACK[X] C AK[X] et BCK[X] C AK[X] car A | BC.

Donc CK[X] C AK[X] + AK[X] = AK[X]. Donc A | C. O
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PROPOSITION 85
Soient A, B et C des éléments de K[X]. On suppose A et B premiers entre euz. Alors si A|C et B|C
alors AB | C.

Preuve — Il existe P € K[X] tel que C = AK. Comme B | C, B | AK. Or A et B sont premiers entre eux, donc d’apres le
lemme de Gauss, B | K. Il existe donc K’ € K[X] tel que K = BK’. Donc C = ABK'. Donc AB | C. O

PROPOSITION 86
Soient A, B et P des éléments de K[X]. Supposons P irréductible. Alors P | AB si et seulement si P | A
ou P | B.

Preuve — Supposons que P | AB et P ne divise pas A. Montrons que P divise B. Posons D = pgcd(P, A). Alors D divise P.
P étant irréductible, D = 1 ou D est un polyndéme unitaire associé a P, de la forme D = AP ou A € K*. Si D = AP alors

1
P = XD divise A, ce qui est exclu. Donc D = 1. Donc P et A sont premiers entre eux et d’aprés le lemme de Gauss, P | B.
La réciproque est évidente. O

De ce théoreme, on peut démontrer 'unicité dans la décomposition d’un polynéme en produit de facteurs
premiers.

PROPOSITION 87
Soit P € K[X]. Si P et P’ sont premiers entre eux alors P n’a que des racines simples.

Preuve — Soit « une racine de P de multiplicité supérieure ou égale a 2. Alors « est racine de P de multiplicité supérieure ou

égale & 1. Donc X — « divise P et divise P’. Donc P et P’ ne sont pas premiers entre eux. D’oll le résultat par contraposée. [
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Chapitre 3 Fractions rationnelles

Dans ce chapitre, K désigne le corps R ou C.

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que les seuls polynémes inversibles a coefficients dans K sont
les polynomes constants non nuls. Nous allons donc devoir définir ce qu’est le quotient de deux polynémes
puisque a priori, cela n’est pas défini lorsque les polynémes ne sont pas inversibles.

3.1 LE CORPS DES FRACTIONS RATIONNELLES

DEFINITION 1
L’ensemble K(X) des fractions rationnelles est un ensemble vérifiant les trois propositions suivantes :

. A
1. A tout couple (A, B) € K[X]? avec B non nul, on associe un unique élément de K(X) noté 5

A
2. Tout élément de K(X) peut s’écrire sous la forme B avec (A, B) € K[X]? et B non nul,

A C . .
3. Pour tout (A, B,C, D) € K[X]* avec B et D non nuls, 5=p % et seulement si AD = BC.
Les éléments de K(X) sont appelés les fractions rationnelles a coefficients dans K.
Preuve — Expliquons comment construire cet ensemble.
On définit sur K[X] x K[X]* la relation (P, Q) ~ (R, S) & PS = QR.
La relation ~ est une relation d’équivalence.

A
K(X) est alors ’ensemble quotient de K[X] x K[X]* par la relation ~ et pour tout (4, B) € K[X]? avec B non nul, 5 est la

classe d’équivalence de (A, B) associée.

Cet ensemble vérifie bien les trois propriétés. O
1 X ) ,
EXEMPLE 2 — Dans R(X), X et X2 sont égales car 1 x X* =X x X.

DEFINITION 3

On munit K(X) de deur lois internes + et x définies, pour tout (A, B,C, D) € K[X]* avec B et D non
nul, par

A C AD+ BC

B D BD 7

A _C AC

B*D BD

Alors (K(X),+, x) est un corps commutatif.

Preuve —

e Commencons par vérifier que + et X sont bien définies, c’est-a-dire qu’elles ne dépendent pas du choix des polynomes.

A’ c

Supposons que — = — et — = — avec A, B,C, D, A’, B’,C’, D’ des polynémes et B, B’, D et D’ non nuls.
B B’ D D’
AD + BC A'D" + B'C’ AC A'C’
Montrons que = et — = .
BD B'D’ BD B'D’

AC A'C’

D’une part, AC x B'D' = AB’ x CD' = A’Bx C'D = BD x A’C’'. Donc — = .
BD B'D’

D’autre part, (AD + BC) X B'D’ = AB’ x DD’ + BB’ x CD' = A’Bx D'D+ B'B x D'D = BD x (A’D’' + B’C"). Donc
AD+ BC A'D'+B'C’
BD B'D
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e On peut montrer que (K(X), +, X) est un corps en vérifiant les différents points de la définition.

Not Pélément newt et @ o A 0 _Ax14Bx0_A .00 A_A
otons que l'element neutre pour est — puisque — -_= —— = — € € meme, — _ = —.
4 P  Prsane gy Bx1 B 1" BB
L fde 2 esp =2
(6} ose de — est ——.
PP 5 5
s 1
L’élément neutre pour X est 1
. A . . B
Toute fraction non nulle B admet un inverse qui est T O
PROPOSITION 4
. 3 AC A
Soit (A, B,C) € K[X]? avec B et C non nuls. Alors — = —.
BC B
Preuve — On a AC' X B = A x BC. D’ou le résultat. O
REMARQUE 5 — Les opérations sur les fractions rationnelles se font finalement comme sur les nombres

rationnels.

EXEMPLES 6

X +1 X?2-2X -1
.POSOnSF—ﬁetG—m
Alors X5 X2 49x
2X3 — X2 42X +1
F =
+a X(XZ_1)
et X x
—2X -1
FG= ———.
X(X 1)

e SoitneN. Ona X" —1=(X—-1)1+X +...+ X") dans K[X]. En multipliant par l’inverse
de X — 1 dans K(X), on obtient donc

Xt 1

=14+ X 4.+ X"
<1 +X 4.+

On peut diviser par X — 1 car X — 1 est non nul. On n’a pas besoin de se préoccuper de ce qui se
passe en 1 car X est une indéterminée.

PROPOSITION 7 P
On identifie tout polynéme P € K[X] a la fraction rationnelle TE€ K(X). Autrement dit, K[X] C K(X).

=10

P P
Preuve — L’application K[X] — K(X) ; P+ T est injective car pour tout (P, Q) € K[X]?, si T= alors Px1=Qx1,
soit P = Q. O

PROPOSITION & A
Soit R € K(X). Il existe un couple de polynémes (A, B) avec B non nul tel que R = B et A et B sont

A
premiers entre eux. Ce couple est unique a multiplication par une constante prés. On dit que B est la

forme irréductible de R.

2X(X +1)2 2X(X +1
EXEMPLE 9 — Soit R = (X—l—(l)(ji;(—|)—2) Alors la forme irréductible de R est R = %
DEFINITION 10
A'B— AB’

Soit R = B € K(X). La dérivée de R, notée R, est la fraction rationnelle . Elle ne dépend

pas du choix de A et B.

B2
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ProPOSITION 11

Soient R et S des éléments de K(X). Soit A € K. Alors

(R+AS) =R + )5,
(RS) = R'S + RS',

4 /
e Si R est non nul, (;) = _%’

/ ‘o ,
e S5i S est non nul, (f;) = 1*355725%9!

EXEMPLE 12 — Pour tout n € N* et tout a € K,

DEFINITION 13

Soit R = B € K(X). On appelle degré de R, noté deg(R), la quantité deg(A) — deg(B). Il ne dépend

pas du choix de A et B.

REMARQUE 14 —

e Le degré d’une fraction rationnelle est soit un entier relatif, soit —oo.

P
e Pour tout P € K[X], deg(T) = deg(P) — deg(1) = deg(P). Ainsi, le degré d’un polynéme coincide

avec son degré comme fraction rationnelle.

ProrPOSITION 15
Pour tout (R, S) € K(X),

deg(R + S) < max(deg(R),deg(S5)),

deg(RS) = deg(R) + deg(S),

e Si R est non nul alors deg(R') < deg(R) — 1,
e Si R est non nul alors deg(R™1) = —deg(R).

EXEMPLES 16

XP+3X24+ X +1
e La fraction rationnelle T X

est de degré 5 — 2 = 3.

X2-3
2
e La fraction rationnelle X1 est de degré 0.
. ‘ X+1 1 , , .,
e La fraction rationnelle R = —~ - 1+ X est de degré 0 et R' est de degré —2.

DEFINITION 17
Soit R = B € K(X) sous forme irréductible.

e Soit A € K. On dit que X\ est un zéro de R si A est racine de A. La multiplicité de A dans A est appelée

la multiplicité de \ dans R.

e Soit p € K. On dit que p est un péle de R si p est une racine de B. La multiplicité de o dans B
est appelée la multiplicité de ;i dans R. Un péle de multiplicité 1 (resp. 2) est aussi appelé un pdle

simple (resp. double).

REMARQUE 18 — Puisque A et B sont premiers entre eux, un méme élément \ ne peut étre a la fois zéro

et pole de R.
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(X2+1)(X - 1)*(X +2)X

EXEMPLE 19 — Dans R(X), la fraction rationnelle (X —25(XZ+ X+ 1)

a pour zéros 1, —2 et 0

et pour pole 2.

DEFINITION 20

Alz)

B(z)
racines de B est appelée fonction rationnelle associée a R.

Soit R = B € K(X) sous forme irréductible. La fonction x — définie sur K\P ot P est l’ensemble

X241 241

EXEMPLE 21 — On peut donc écrire F' = e ou, pour tout x € R\ {1}, F(z) = T
_ T —

PROPOSITION 22
Soit R = B € K(X). Il existe un unique polynéme E € K[X] et une unique fraction rationnelle S € K(X)

tels que
R=FE+S et deg(S)<O.

Le polynome E est appelé la partie entiére de R.

Preuve — e Existence : Par division euclidienne de A par B, on a A = BQ + F o (Q, F) € K[X]? et deg(F) < deg(B).

F
Posons E=Q et S = —.
B

BE + F

A F
Al R=— = =FE+—-—=E+S.
ors 5 +B +

B
De plus, deg(S) = deg(F') — deg(B) < 0.
D’ou ’existence.

e Unicité : Supposons que R = F1 + S1 et R = F2 + S2 avec deg(S1) < 0 et deg(S2) < 0.

Alors deg(Eq1 — E2) = deg(S2 — S1) < max(deg(S1), deg(S2)) < 0. Comme Eq — E2 est un polynéme, son degré vaut —oo et
c’est donc le polynéme nul. Donc E; = FEg, puis S1 = Ss.

D’ott 'unicité. O
REMARQUE 23 — La partie entiere E de 5 est le quotient de la division euclidienne de A par B.

X3+2X2+ X +1
EXEMPLE 24 — Déterminons la partie entiére de + taAt . On calcule la division euclidienne

X+1
de X34+2X’+X+1par X +1:

X342X?2 1 X +1= (X2 4+ X)(X +1)+ 1.

On en déduit que

X342X24+ X +1 X+D)(X2+X)+1 1
X+1 X+1 X+1

La partie entiére est donc X2 + X.

3.2 DECOMPOSITIONS EN ELEMENTS SIMPLES

Nous savons écrire facilement que

1 1 X+ X241

X4 —— -
X TXF1 X(x 1)

Dans cette partie, nous allons apprendre a faire I’opération inverse :
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X3+ X?41 1 1
serde ——————— a X+ — — ——.
passerde X+ X T x11
- , . - s . X2+ X241
Cette écriture s’appelle la décomposition en éléments simples de m Notons que X est sa

partie entiere.

Elle permet notamment de calculer des intégrales.

2 43 2 2
t t 1 1 1
/Ldt:/ ML S
L tt+1) . tot+1

= [’;2 +In(t) — In(t + 1)}?

Par exemple,

=2+1In(2) —In(3) — % +1n(2)
= g +21In(2) — In(3).

PROPOSITION 25
Soient P, Q1, Q2 € K[X] trois polynémes non nuls tels que deg P < deg(Q1Q2) et Q1 et Qa2 premiers entre
euz. Alors il existe un unique couple de polynomes (P, Py) tel que deg Py < deg Q1 et deg Py < deg Q2 et

P_n B
Q1Q2 Q1 Qo

Preuve —

e FEuxistence : Les polynémes Q1 et Q2 étant premiers entre eux, d’apres le théreme de Bezout, il existe des polynomes Bj et
Bs tels que B2Q1 + B1Q2 = 1. On a donc
P = PByQ1 + PB1Q2.

En divisant par Q1Q2, on obtient
P PB 4 PB;
Q1Q2 Q2 Q1

Effectuons la division euclidienne de PBs par Qs. Il existe deux polynémes C et P> tels que PBa = CQ2 + P» et
deg(Ps) < deg(Q2).

On obtient alors

P P, PB P PB C
=C + 72 + 1 — 72 + LQl
Q1Q2 Q2 @1 Q2 Q1
P P P.
Posons P = PB1 + @Q1C. Comme ful — —2,
Q1 Q1Q2 Q2

deg(%) < max <deg(i),deg( P

1 S5 @) — max(deg(P) — deg(Q1@Q2), deg(Py) — deg(Q2)) <0,

donc deg(P1) < deg(Q1).
D’ou existence.
e Unicité : Supposons qu'’il existe deux couples (R1, R2) et (S1,S2) vérifiant les conditions de I’énoncé. On a alors
R R S S.
R=2t 2 _ 21, 22
Q1 Q2 Q1 Q2

Donc (R1 — S1)Q2 = (S2 — R2)Q1. Donc Q1 | (R1 — S1)Q2. Or Q1 et Q2 étant premiers entre eux, d’apres le lemme de
Gauss, Q1 | R1 — S1. Or deg(R1 — S1) < max(deg(R1),deg(S1)) < deg(Q1). Donc R — S1 =0, puis Ry = S1.

On en déduit que % = %, puis Ry = Sa.
D’ou I'unicité. O
X

sont premiers entre eux. D’apres ce qui précéde, on peut donc écrire F' sous la forme
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X_a+b
(X-1)(X-2 X-1 X-2

ot (a,b) € R? puisque deg(X — 1) = deg(X —2) = 1.
En multipliant par X — 1, on obtient

puis en évaluant en 1, on trouve a = —1.

De méme, en multipliant par X — 2, on obtient

X-1 X-1
puis en évaluant en 2, on trouve b = 2.

1 2
Dot Fe— =
ou X_1 X_2

COROLLAIRE 27

Soient Bi, ..., By, des polynomes premiers entre eux deux & deuzx et P un polynome tel que deg P <
deg(By - -+ By,). Alors il existe un unique n-uplet de polynomes (A1, ..., Ay) tel que, pour tout i € [1,n],
deg A; < deg B; et

P Ay P A
Preuve — On procéde par récurrence & ’aide de la proposition précédente et en utilisant le fait que pour tout ¢ € [1,n], B;
est premier avec szlmn B;. Od
j#i

PROPOSITION 28 P
Pour tout (P, Q) € K[X] et tout n € N* tels que deg(P) < deg(Q™), la fraction rationnelle — s’écrit de

Qn

maniere unique sous la forme

P A, Ay

S NG)
avec, pour tout i € [1,n], deg A; < deg Q.
Preuve — Démontrons le résultat par récurrence.

L P A . , .y

e Initialisation : Pour n =1, on a — = — avec A} = P, uniquement déterminé.

o Hérédité : Soit n € N*. Supposons le résultat vrai pour n. Soient P et @ des polynomes tels que deg(P) < deg(Q"*1).
Par division euclidienne de P par Q, il existe (P, Ay11) € K[X]? tel que P = PQ+ Apy1 et deg Apyq < deg@. On a donc
P App | P
Qntl — Qntl + @

- P
Par construction, deg P < deg Q™ et par hypothese de récurrence, @ s’écrit sous la forme

P A A
N
Qr Q" Q
avec deg(A4;) < deg(Q).
On a donc P A A 4
_ Ana n 1
ol —grat ton T T

et pour tout ¢ € [1,n + 1], deg(4;) < deg(Q).

On vérifie que A,41 est uniquement déterminé comme reste de la division euclidienne de P par @, puis par récurrence, on
obtient 'unicité de Ay, ...,Ap. O
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2X +1
EXEMPLE 29 — Soit F' = ﬁ

On a

2X +1 a b

X-1? X-1 (Xx-102

ot (a,b) € R? car deg(X — 1) = 1. En multipliant par (X — 1)? puis en évaluant en X = 1, on obtient
b=3

Mais, le méme raisonnement ne fonctionne pas pour a car multiplier par X — 1 puis évaluer en 1 revient
a diviser par 0! Il faut donc s’y prendre autrement. Proposons plusieurs méthodes :

1. On multiplie par X pour obtenir
X(2X +1) aX b

(X —1)2 _X71+(X71)2’

puis on passe a la limite en 400 pour obtenir 2 = a + 0, soit a = 2.
2. On évalue en 0 la premiére relation pour obtenir 1 = —a+0b, donca=b—-1=3—-1=2.

3. On écrit
a 2X +1 3 2X —2 2

X-1 (X-12 (X-12 (X-12 X-1

Donc a = 2.

2 3
Dans tous les cas, on trouve F' = X1 + X-12

METHODE 30 — Soit R = — € K(X) une fraction rationnelle sous forme irréductible. Pour déterminer

la décomposition en éléments simples de R sur K,

P -
1. On calcule la partie entiére E de R : R = E + 0 avec deg(P) < deg(Q) en faisant la division

euclidienne de P par @),
2. On factorise Q en produit d’irréductibles sur K : Q = Q7' ... Q%"

‘ r o

3. Les polynomes Q3 étant premiers entre euzx deux & deuz, on obtient

P p P ,
g- o +...+ Q?; avec deg(P;) < deg(Q77),
et on applique la proposition précédente a chacune des fractions o~
(2

4. Il reste a déterminer les coefficients des polynémes apparaissant auz différents numérateurs.

La décomposition obtenue est unique et est appelée la décomposition en éléments simples.

Comme nous 'avons déja vu sur les premiers exemples, il existe de multiples fagons de calculer les
coefficients des polyndémes des numérateurs :

e Multiplier par (X — A\)™ puis évaluer en A,

Multiplier par X et passer a la limite en +oo,
e Evaluer en un point,

e Mettre au méme dénominateur et identifier,

e Utiliser la parité,

o ...

Traitons d’autres exemples pour illustrer tout cela.

EXEMPLE 31 —
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1. Déterminons la décomposition en éléments simples sur R de F =

X2 4+3X +1
X-12(X-2)
e On adeg(X?+3X +1)=2<deg((X —1)%(X —2)) = 3 donc la partie entiére est nulle.
e On peut décomposer F sous la forme

X2 43X +1 B a n b n c
(X -12(X-2) (X-12 X-1 X-2

avec (a,b,c) € R3.
e Déterminons a : En multipliant par (X — 1)? puis en évaluant en 1, on obtient a = —5.
e Déterminons c : En multipliant par X — 2 puis en évaluant en 2, on obtient ¢ = 11.

e Déterminons b : En multipliant par X, on a

X(X2+3X—|—1)_ aX n bX . cX
(X -12(X-2) (X-12 X-1 X-2
puis en passant a la limite en +00, on obtient 1 =0+ b+ ¢, doncb=1—c = —10.

D’autres méthodes sont bien stur possibles.
« Dot X?4+3X+1 5 10 N 11
XX -2 X—1)2 X1 Xx-2
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