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Exercice 1. Calculer une primitive des fonctions suivantes :

1 1
1. T D. X
hiie (2z +1)%’ fs:@ tan(z)’
2. f — !
L forz _ x
z(In(z))* 6. fo:x+— me T
3. f3:z— xe 3% et
cos(y/x) 1
4. T —, 7. T .
fa Tz I T T
: _1 / —2
1. Fi:ax+— 27511’ (de la forme v/ (x)u(z) ™)
2. Fp iz —ﬁ, (de la forme u/(z)u(z)~4)

1
3. F3:2+— —ge*SZQ, (de la forme u/(z) exp(u(z)))

4. Fy:x+—> 2sin(y/7), (de la forme v/ (z) cos(u(z)))
5. F5 : x> In(|sin(x)]), (de la forme v(@) car f3(z) = c?s(z)
u(x) sin(x)
!
6. Fg :x+— In(e” + 1), (de la forme u (I))
u(z)
7. Fr:ixzvr—r g(x —1)2/3 (de la forme u/(z)u(z)~1/3).
Exercice 2. Montrer que pour tout = €]0, 1],
1
(1 —z)' 7" > 3

Posons, pour tout = €]0,1[, ¢ : @ — zIn(z) + (1 — z) In(1 — ). Alors 2%(1 — x)1 =% = exp(p(z)).

La fonction ¢ est dérivable sur |0, 1] et ¢’(z) = In (1 T )
-z

Donc ¢'(z) > 0 si et seulement si

> 0, soit si et seulement si z >

N | =

Donc ¢ est décroissante sur |0,1/2] puis croissante sur [1/2,1].

1 1
Donc pour tout z €]0, 1], ¢(x) > ¢ (5> =1In (5)

N | =

Par croissance de I’exponentielle, on a donc, pour tout = €]0, 1[, exp(p(z)) >

D’ou le résultat.

Exercice 3. Résoudre les équations suivantes :



1 2V = (Va)?, 2. 27" =37,

3,27 42vtl 4 ypomtn — 3T 3rHl L 437 ofip eN.

1. Soit x € R:‘L.

2V® = (Va)® = vz ln(z) = zIn(vz)
= Valn(z) — gln(x) =0

:ﬁ(l—?)ln(m):o

é\/EZOOul—g:OOu In(z) = 0
=zx=0oux=4oux=1.

Réciproquement, on vérifie que seuls les nombres 1 et 4 sont solutions.
Donc lensemble des solutions de 1’équation est S = {1,4}.

2.
23 z2 3 2
27 =3% = 2°In(2) = 2°In(3)
= 22(zIn(2) —In(3)) =0
1
=zx=0ouzxz= n(3)‘
In(2)
Réciproquement, on vérifie que ces nombres sont solutions.
In(3
Donc ’ensemble des solutions de ’équation est S = {0, IHEZ; }
n
3.
2% portl o portn —ge pgetl L gt o 0% (1 Lo 42" =3%(1+3+...+37)
1— 2n+1
2\ T 1_9 n+l _
N
3 1—3ntt 3ntl 1
1-3

antl 1

{23

>r=——"

= (5)

antl
In 273n+1 —
2
In (7>
3

Réciproquement, ce nombre est bien solution.

Donc ’ensemble des solutions de I’équation est S =

Exercice 4. Soit p €]0, 1].
1. Démontrer que pour tout ¢t > 0, (1 4 ¢)? < 1+ ¢P.
2. En déduire que pour tout (z,y) € R, (z + y)P < aP + yP.

1. Posons, pour tout t € Ry, ¢ : t —> 1 +tP — (1 + t)P. Alors ¢ est définie et continue sur R4 et est dérivable sur RY .
On a ¢(0) = 0 et pour tout t € R* |
¢ (1) = p(tr= — (1+)P7h).
Puisque p — 1 < 0, pour tout t € RY, tP~1 > (1 + )P~ ! et donc ¢/(t) > 0.
La fonction ¢ est donc croissante sur R.
Donc, pour tout t > 0, ¢(t) > 0.

2. Pour z = 0, 'inégalité est immédiate.

Soit & > 0. . )
(z+y)P:xP(1+g) Sﬂﬁp(1+(g> )pr+yp
x x

Exercice 5 (Inégalité de Holder).



Soit I un intervalle et f : I — R une fonction continue et dérivable sur I. Montrer que si f’ est
croissante alors, pour tout (z,y) € I? et tout ¢ € [0, 1],

flte+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y).

. Montrer que pour tout (z,y) € R3? et tout ¢ € [0, 1],

In(tz + (1 —t)y) > tln(x) + (1 —t) In(y).

1 1
Soit (p,q) € [1,+00[? tel que — + — = 1.
p q

P
a) Montrer que, pour tout (a,b) € R2, ab < “ + —.
que, p ) » p

Soit n € N*. Soit (a1,...,a,) € R™ non nul et (b1,...,b,) € R™ non nul. On pose ||a||, =

<Zlail”> et [[bl]q = (Z Ibil"> :
i=1 i=1

(b) Mountrer que, pour tout i € {1,...,n},

laibs|  _ Llail® 1 |b|?
lallplblly = pllallp  allbl]g

(¢) En déduire que

n
> laibil < [lallylloll-
i=1

1.

3.

Supposons f’ croissante. Soient y € I et t € [0, 1].
Posons, pour tout = € I,

g(x) = ftz+ (1 —t)y) —tf(=) + (1 — 1) f(y).
La fonction g est dérivable sur I et pour tout = € I,
g'(x) = tf (tr + (1 = t)y) — tf'(z) = t(f'(tr + (1 = t)y) — f'(2)).
Si z < y alors tz + (1 — t)y > y et puisque f’ est croissante, g’(z) > 0.
Si x > y alors tz + (1 — t)y < y et puisque f’ est croissante, g’(z) < 0.
Des variations de g, on en déduit que g admet un maximum en y qui vaut g(y) = 0.

Donc, pour tout = € I, g(z) < 0.
D’ou, pour tout = € I,

[tz + (L= t)y) <tf(z) + (1 —)f(y).
1
La fonction f = —In est continue et dérivable sur R’} . Pour tout z € R}, f(z) = — > 0 donc f! est croissante.
x
D’aprés la question précédente, on en déduit que pour tout (x,y) € R’f et tout ¢ € [0, 1],
—In(tz + (1 —t)y) < —tln(z) — (1 — t) In(y),
soit finalement
In(tz + (1 —t)y) > tln(z) + (1 — t) In(y).
: 2
(a) Soit (a,b) € RE.
1
Posons z = aP,y=b% et t = —.

p
D’apres ’'inégalité précédente, on a

In (%a” + (1 - %) bq) > %ln(a”) + (1 - %) In(b9),

soit 1 0
In (70,7J + 7bq) > In(a) + In(b) = In(ab).
p q
Par croissance de la fonction exponentielle, on a donc
1 1
—aP + —b? > ab.
p q

D’ou le résultat.



(b) Soit i€ {1,...,n}.
lail oy bi]

e =
llall,, l1oll

En appliquant le résultat précédent avec a = , on obtient I'inégalité demandée.

(¢) En sommant pour ¢ = 1...n, on obtient
n n n

Z |aibs| < }Z lai|P }Z \bi\",

2Tl Tol, = p 2= Tall} 4 2= bl

n
D iy lasbil <

1
lall, lloll, — P

n
> laibil < Jall,, 18], -
=1

Exercice 6 (Bonus : entrainement). Corriger les erreurs :

soit

=1

1
4=
q

Considérons la fonction f : z — (In(e” —2))". Notons Dy son ensemble de définition. Pour tout
xz € R, z € Dy si et seulement si e” — 2 > 0, soit si et seulement si > In(2). Donc Dy =|In(2), +o0|.
La fonction x — e — 2 est dérivable sur |In(2), +o00[ & valeurs dans R¥ et x — In(x) est dérivable
sur R* , donc par composition, x — In(e” — 2) est dérivable sur |In(2), 4-00[. On en déduit que f est
dérivable sur |In(2), +oo[ et pour tout = €]1In(2), +o0],

1
et — 2

fl(x) =7 x x (In(e® —2))" ",

La fonction z —— 2™ n’est pas définie sur R mais sur R} . Donc x € Dy si et seulement si e” — 2 > 1, soit  €]1n(3), +-o0l.

On obtient donc finalement « La fonction x — e* — 2 est dérivable sur |In(3), +oo[ & valeurs dans |1, +oo[ et z — In(z)
est dérivable sur |1, +o0[, donc par composition, z — In(e® — 2) est dérivable sur |In(3), +oo[. On en déduit que f est
dérivable sur | In(3), +oo[ »

La dérivée de x — In(e® — 2) est © — donc pour tout z €]1n(3), 400,

b
e?r — 2

fl(z) =7 x x (In(e® — 2))" 1.

e’ — 2



