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CORRIGE DU TD N° 11

Nombres complexes : Ecriture algébrique, conjugué et module
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Exercice 1.

1. Mettre sous forme algébrique les nombres complexes suivants :

2+ 3 2—1

(a) 3_9; (b) 3_7

2. Résoudre dans C 1'équation (3 + i)z + (2 — 3i)z = 2i.

AL (2+30)(3+2i)  13i

3—2 13 13
(b) 2—i  (2-9)(3+7) 13411
3—7i 58 ~ 58

2. Soit z € C. On pose z = a + ib, avec a et b € R. Par identification, on obtient les équivalences suivantes

B4+d)z+(2-3i)z=2i < (B+1i)(a+1ib)+ (2—3i)(a—1ib) =21
& (Ba—b)+i(a+3b)+ (2a — 3b) + i(—3a — 2b) = 24
< (Ba—b+2a—3b)+i(a+3b—3a—2b) =2
& ba—4b+i(—2a+b) =21
N 50—4b = 0
—2a+b = 2
5a —4(2+4+2a) = 0
< { b =242a
N —3a = 8
b = 242a
8
a = -3
At 3 16
8
a = =%
A _ i
{b I
Donc z = —% — %7, est I'unique solution de I’équation.

Exercice 2.

2
1. Montrer que, pour tout t € R, le point d’affixe T appartient au cercle de centre 1 et de rayon 1.
i
2. Soient P ={z € C|Im(z) >0} et D = {z € C| |z| < 1}. Montrer pour tout z € P, z ;Z eD.
z+1i

3. Soit z un nombre complexe différent de 1 et de module 1. Montrer que z

1 . .
il est un imaginaire pur.

. crs z ,
4. Déterminer ’ensemble des nombres complexes z différents de 1 tels que est un nombre réel.

zZ—a

5. Soit a € C tel que |a| < 1. Déterminer ’ensemble des nombres complexes z tels que <1

—az




1. Soit t € R. On a

2
Donc le point d’affixe
14t

‘ 2 ‘_‘2—(1+it)‘_‘1—it _Vite
1+t N 144t | |1+it] Vi

appartient au cercle de centre 1 (ou (1,0) dans le plan complexe) et de rayon 1.

2. Soit z € P. Onnotez:x—l—iyavecccERetyeRj_.Ona

z—i c+i(l—y)| x2+(1,y)2<1
z+i z+i(1+y) 22 1 (1 +y)2 ’
car comme y >0, (1 —y)2 =1—-2y+y2 <1+2y+y? = (1+y)?, donc Z—I_Z,‘<1.
z 1

1
Donc 2t

4. Soit z € C\ {1}. Posons Z =

Alors

Donc

z+1 z+1 2z+z 14z  z+1

z—1 z—1 2Z—2 1—2 z—1"

est un imaginaire pur.

142z

1—2z

z . .
est un nombre réel si et seulement si z est un nombre réel.

1 1
5. Soit z € C. On a 1 —az = 0 si et seulement si z = —. Supposons donc z # —. Alors
a a

zZ—a

—|<1e|z—a? <|1—az%
1—-az

Or |z +y|? = |z|? + 2Re(xy) + |y|?. Donc

Exercice 3. Déterminer,

z—a

: <14 |2 — 2Re(za) + |af? < 1 — 2Re(az) + |a|?|2|?

&0 <1 -2 — af +af?|2|?
& 0< (1— o)1~ |2%)
S0<1—22 carla/ <1
& |z < L

sous forme algébrique, les racines carrées des nombres complexes suivants :

1. 3+ 4i, | 2. 7+ 24i.
Apres calculs, on trouve
1. 24+det -2 —i.
2. 4+ 3t et —4 — 31,
Exercice 4. Soient © € R et u € C tel que |u| = 1. Montrer que |z — u| = |1 — zul.

1
Comme |u| =1, uu=1et — =7u.
u



o —ul =

()]
ul—xz—1

u

= |ul[uz — 1]

=|axr—1| car|ul=1

=|ux —1| carl|z| =z

= |uz — 1|
=|uz—1 carz€R

=11 — zu|

Exercice 5. Montrer que les solutions de 1’équation
14+z+4+224+. . 42" —nz"=0

sont de module inférieur ou égal a 1.

Soit z € C une solution de ’équation. Supposons par ’absurde que |z| > 1.
Onal+4z+22+...+2" 1 =n2" donc |1+2z+224+ ...+ 2" = |n2"|.
Or, par inégalité triangulaire,

L+z+22 4 2" <+ 2]+ 2P+ 2
<|z|"+ 2"+ ...+ 2" car |z >1
=n|z|"

= |nz"|.

Donc [nz?| = [14+ 2z + 22 + ...+ 27"1| < |nz"|, ce qui est absurde.
Donc |z| < 1.

Donc les solutions de ’équation sont de module inférieur ou égal a 1.

On peut aussi raisonner par contraposée : si |z| > 1 alors z n’est pas solution de l’équation.
Exercice 6. Soit z € C tel que |z| # 1. Montrer que pour tout n € N*,

1—[2]"
1|z

1—2"
1—=2

On exprime le terme de gauche comme la somme des termes d’une suite géométrique de raison z, puis on applique 'inégalité
triangulaire généralisée, et on resimplifie grace a la formule de la somme des termes d’une suite géométrique de raison |z|.

1 n n—1 n—1 1 n
’ —Z — E Zk SZ‘ZVCZ 7|Z‘
1—2z 1—|z]
k=0 k=0

Exercice 7 (Inégalité de Ptolémée).
1. Montrer que pour tout (g, %o, 20) € C3,
|[ollyo — 2ol < |yollz0 — @o| + [20l|0 — yol-
2. En déduire I'inégalité de Ptolémée : pour tout (z,y, z,w) € C*,
|z = zljw —y| < |z —yllz —w| + & —w[ly — 2|

3. En donner une interprétation géométrique.




1. Soient zg, yo et zo € C.On a
zo(yo — 20) = ToYo — Y020 + Yozo — Tozo = Yo(xo — 20) + z0(yo — Zo)-
Puis, en passant au module,
lzo(yo — 20)| = |yo(xo — 20) + 2z0(yo — @o)|
En appliquant I'inégalité triangulaire, on obtient alors
lzol 1yo — 20| < |yo(zo — 20)| + [20(yo — o)
= |yol| |zo — 20| + |20/ |yo — 2ol

D’ou le résultat.

2. Onpose xg = — 2z, Yo =« — y et z0 = x — w, et alors 'inégalité précédente devient
le =2l |z —y) = @—-w)<|lz—yl |z —2) = (@ —w)|+ |z —w| |(z —y) — (z - 2)|,

soit
|z — 2] |w—y|l < |z —y||lw—2z[+ ]z —w||z -y

3. Dans un quadrilatere, le produit des longueurs des diagonales est inférieur ou égal & la somme des produits des
longueurs des cotés opposés.

Exercice 8 (Bonus). Soient n € N* et D = {2z € C | |z] < 1}. Soient ay, ..., an et by, ..., b, des éléments

de D. Montrer que
n n n
ITax =TT ok <D lax —bil.
k=1 k=1 k=1

Raisonnons par récurrence sur n. Posons, pour tout n € N* P(n) la proposition « Pour tous ai, ..., an, b1, ..., bn éléments
n n n

de D, ’Hk:1 k. — Hk:l bk| < Zk:l lag — bkl »

e Initialisation : Pour n =1, P(1) est évidemment vraie.

e Hérédité : Soit n € N*. Supposons P(n), montrons P(n + 1).

Soient ai, ..., Gn+1, b1, ..., bny1 des éléments de D. Posons A,, = HZ:1 a et B, = HZ:1 b
n+1 n+1
H ax — H bi| = [Anant1 — Bnbpi]
k=1 k=1

= |An(an+1 - bn+1) + (An - Bn)bn+1‘
< lAnllan+1 = bny1| + [An = Bullbata].

Or, pour tout k € [1,n], |ax| <1, donc |[An| < HZ:I 1 =1 et on sait que |bp+1| < 1.

De plus, par hypothése de récurrence, |A, — By | < ZZ:1 |ar, — bi|-

Donc
n+1 n+1 n
H%—ku S|an+1—bn+1|+2|ak—bk\
k=1 k=1 k=1
n+1

= Z lag — bl
k=1

D’ou P(n+1).
e Conclusion : Donc, pour tout n € N*, P(n) est vraie.

D’ou le résultat.

Exercice 9 (Bonus). Soient zj, ..., z, des nombres complexes tous non nuls. Donner une condition
nécessaire et suffisante pour que

lz14...+zn = |21 + .-+ |2n]

Démontrons par récurrence que |21 + ... + 2n| = |z1] + ... + |2n] si et seulement sil existe (A1,...,An) € R} tel que pour
tout ¢ € [1,n], z; = A\iz1.



Posons, pour tout n € N*, P(n) la propriété « pour tous nombres complexes non nuls z1, ..., zn, |21+...+2n| = |21]|+. . .+ |2n]
si et seulement s’il existe des nombres réels positifs A1, ..., Ap tels que z; = A\jz1. »

o Initialisation : Pour n = 1, la propriété P(1) est immédiate. Nous avons démontré dans le cours la propriété P(2).
e Hérédité : Soit n > 2. Supposons P(n), montrons P(n + 1).

Soient z1, ..., Zn4+1 des nombres complexes non nuls. Posons z = z1 + ... + zn.

Par inégalité triangulaire, on a

|21+ oot 20+ 20| = 2+ 2naa] < Jel 4+ lznsa] < Jzal 4 o4 Lzal 4 [2ngal.

Donc |21 + ...+ zn+1| = |z1] + ... + |2n+1] si et seulement si les deux inégalités sont des égalités, soit si et seulement si
1. zn41 = Az ol A € Ry d’apres P(2)
2. |z| =21l + ...+ |znl, soit |21 + ... 4+ z2n| = |21] + ... + |2n]|, soit d’aprés P(n), si et seulement s’il existe A1, ..., An

éléments de R4 tels que pour tout ¢ € [1,n], z; = A\jz1.

Donc finalement, |21 + ...+ zn41| = |21| + ... + |2n+1] si et seulement s’il existe A1, ..., An et X éléments de R tels que
pour tout ¢ € [1,n], z; = A;jz1 et

Znt1 =Xz =Xz1+ ...+ 2n) = A1+ ...+ An)21.
En posant Ap+1 = A(A1 + ...+ An) € R4, on en déduit P(n + 1).
e Conclusion : Donc, pour tout n € N*, P(n) est vraie.

Donc |z1 + ...+ 2zn| = |21] + ... + |2n| si et seulement s'il existe (A1,...,An) € RY tel que pour tout i € [1,n], z; = A;21.



