EcoLE CENTRALE DE PEKIN COURS : SCIENCES EN FRANGAIS/MATHS

CORRECTION DU TD nN° 12

Nombres complexes : Equations du second degré et forme trigonométrique

28 MAI 2021

Entrainement

Exercice 1.
1. Résoudre dans C les équations suivantes :
(a) 222 +22+1=0,
(b) 22 — (6+ 1)z + 11+ 13i = 0,

2. Résoudre le systeme suivant d’inconnues (z,y) € C? :

20+ 2y =T+ 3
zy=14+2

1. (a) Le discriminant vaut A=4—-4x2x1=-4<0

—2 —iV4 1 1 2 +iV4 1 1
Les solutions complexes sont donc z; = 7“[ = —— — —jet z9 = —ﬂ = —— 4+ =i
4 2 2 4 2 2
(b) Le discriminant vaut A = (6 +i)2 — 4(11 + 13i) = —9 — 40i. Les racines carrées de A sont 4 — 5i et —4 + 5i.
6+i+4—5% 6+i—44 51
Les solutions complexes sont donc z; = % =5—2iet z0 = % =1+ 31.

2 ona [ Branoresn L Lerus T
zy=1+2¢ ry=1+2i
Donc z et y sont solutions du systéme si et seulement si x et y sont les solutions de I’équation 22 — %z +142{ =0,
soit encore 222 — (7 + 3i)z + 2 + 45 = 0.
Ona A= (743i)% —4x2x (1+2i)x2=24+10i.

Les racines carrées de A sont 5 + 4 et —5 — 4.

7T4+3i—5—1 1 74+3i+5
Donc les solutions sont z1 = % = -+ 71 et z # =3+1.

_ 1 7. r=3+1
Les solutions du systeme sont donc r= 2 + QZ et 1 1.
y=3+i y=5t3t

Exercice 2.

1. Déterminer la forme trigonométrique des nombres complexes suivants :

a ye Ve
(a) 35—, ‘ (b) 1+ 2 v 2,
, : 2450 2-5
2. Déterminer le module et un argument de -+ —,
1—1 1+
3. Déterminer les parties réelles et imaginaires de (1 — i+/3)202%.
4. Soit o € }—5, 5[ Posons z = 1 + itan(«). Déterminer la forme trigonométrique des nombres
z
complexes z, — et
zZ oz
1. (a) 3721'_62’
(b) 1+ £ +1 £ 14e'F =5 (e % +¢'F) = 2cos (g) ¢'F, et on sait que cos (g) > 0. C’est donc sa

forme trlgonometrique.



2451

—1

(24 5i)(1 + 1)
2

2. On reconnait une expression en z + z avec z = , et

2Re(z) = 2Re ( ) = —3=3¢".

Donc le module vaut 3 et un argument est 7.

V3

3. (1 —iy/3)2021 = 22021¢i% — 22021(% + 2-7) — 92020 | 92020, /3

Donc la partie réelle vaut 22020 et la partie imaginaire /322020,
4. On a

. .sina 1 .
l1+itana=1+14 = (cosa+isina) =
cosa  coso cosa

ce qui nous donne bien la forme trigonométrique puisque par hypothese a €] — %; %

(%o
€ k)

et donc cosa > 0.

On vérifie alors que
f2e 2 1
Jat— =e?'* et — =cosae”

i
Z1 e—ta z1

Exercice 3.

. oy 4 . ; BT .
1. Soit n € N*. Donner une condition nécessaire et suffisante sur p € Z pour que le nombre €'~ soit
réel.

2. Trouver les entiers n € N tels que (1 + iv/3)™ soit un nombre réel positif.

en ER <= arg (e$) = 0[27] ou arg (ei¥) = 7[27] <= arg <e¥> = 0[n]

== O[r] <= p=0[n] <= pest un multiple de n
n

2. En prenant la puissance n-ieme, on trouve
(1+iV3)" = 2neinm/3,

Ceci est un réel positif si et seulement si sin(nw/3) = 0 et cos(nn/3) > 0. Or, sin(nw/3) = 0 si et seulement si n = 3k,
k € Z. Mais, pour ces valeurs de n, on a cos(nm/3) = cos(km), et ceci est positif si et seulement si k est pair. Ainsi, les
entiers qui conviennent sont les multiples de 6.

Autre méthode : (14 1iv/3)™ € Ry si et seulement si arg(1 + i1/3)™ = 0 [27], soit si et seulement si, d’apres le calcul
n
précédent, % = 0[27], soit finalement si et seulement si n = 0 [6], c’est-a-dire n est un multiple de 6.

Application des techniques

Exercice 4. Soit x € R.
1. Exprimer cos(5z) en fonction de cos(x).

2. Linéariser cos(x) sin(3x)3.

1.
cos(5z) = Re((cos(z) + isin(x))?)
= cos(x)® — 10sin(x)? cos(x)® + 5sin(z)? cos(z)  par la formule du binéme de Newton
= cos(x)® — 10(1 — cos(z)?) cos(x)® + 5(1 — cos(x))? cos(z)
= 16 cos(z)® — 20 cos(z)? + 5 cos(x).
2.

) ) ) .\ 3
1T —1T 1T __ AU
cosxsin(3z)® = et ¢ ,e
2 21

_ 1 ix —ix 9ix 3ix —3ix —9ix

—fﬁ(e —e )(e —3e”*" + 3e —e )

__ b (eloiz _ getiz | ge—2ic _ o~Siz | (Sic _ g.2ic | 3,—diz _ e—lOiz)
167

3 . 3 . 1 . 1 .
= —sin2x 4+ — sin4dx — — sin8x — — sin 10z.
8 8 8 8

Exercice 5. Soit (a,b) € R%. Soit n € N tel que n > 2.



1. Calculer Z cos(a + bk) et Z sin(a + bk).
k=0 k=0

. k
2. En déduire une expression de E (=1)* cos (7>
n
k=0
3. Posons z = el

(a) Soit k € [1,n — 1]. Déterminer le module et un argument du nombre complexe z* — 1.

n—1
2
(b) On pose S = E |zk — 1|. Montrer que S = —
e=0 tan (57)

1. On calcule ZZ:U ei(atbk) puis on prendra les parties réelles et imaginaires.

Supposons que b ¢ 277Z. Alors e?® # 1.

n n
Zei(a+bk‘) N Z (ez‘b)k
k=0 k=0
1 — eib(n+1)
1—eib
b(n+1)
e 2 sin(b"TH)
eib/2gin(b/2)
sin(b”T'H)

sin(%)

ia

— '@

— oilatp)

Donc
n

Z cos(a + bk) = cos(a +

k=0

bj) sin(b"TH)
2 sin(%)
et
i bn sin(b2tl
Z sin(a + bk) = sin(a + 771)(71)2)
27 sin(3)

k=0
Sibe 2nZ, ZZ:O cos(a + bk) = (n+ 1) cos(a) et ZZ:O sin(a + bk) = (n + 1) sin(a).

k k
2. En prenant a =0 et b = Iy m, obtient cos(a + bk) = cos (l) = (=1)* cos (—ﬂ) et on trouve la valeur & laide de
n n n

la question précédente.
3. (a) Ona
k27 ik ckm ckm sk km
1= —1=¢n (elT — e*IT) =e'n 2isin (—) s
n

(km w
donc zk71:2sin<k—") (5 +5).

n
Pour k € [1,n—1],ona 0 < %" < m, donc sin (’%) > 0.
T
5"

km

Donc le module de zF — 1 est 2sin (T) et un argument de zF — 1 est o +
n

k
(b) Remarquons que si k = 0, z* =1 donc |zF — 1| = 0 = 2sin (—ﬂ—)
n

D’aprés la question 1,
n—1 n—1 &
T
S = 21| = 2sin (—)
Dl —1=) zsin (T
k=0 k=0
_(mn=1)\ . [7n A T
2sin | ———= | sin [ — 2sin| — — — ) x1
_ 2n 2n) 2 2n
o ow(n) e(3)
sin [ — sin [ —
2n 2n
2 cos <1>
2n
on(3)
sin [ —
2n

—
tan (—)
2n




Approfondissement

Exercice 6. Soit n € N.

1. Pour tout x € C, exprimer sous forme d’une somme la quantité (1 + x)".

2. En exprimant cette relation pour x =1 et x = —1, déterminer Z (n >
0<2k<n
3. On pose j = e’
(a) Vérifier que 1 — j3 = 0.
(b) En déduire que 1+ j + 52 = 0.

(c) (Bonus) En exprimant la relation de la question 1 & = 1, * = j et = 52, déterminer

> (o)
0<3k<n

1. D’apres la formule du bindme de Newton,

2. Pourz=1letxz=—-1ona:

3. (a) Onaj3=e*"=1donc1—;%=0.

153
(b) Or1+j+42= 1jj,donc1+j+j2:0.

(c) En prenant z = 1, z = j et = 52, on obtient
n n
= Zk:o ( k )
. n\ .
T+)" =31, ( & )Jk
n
k

a+ir =i, (4 )7

2" 4 (14 )"+ (1 + )" :Z( . ) (1+5*+3)

k=0

En sommant ces trois égalités on a :

Or pour tout entier k :

— Si k est divisible par 3, alors 1+ 5% + 75 =14+1+1=3;

— Si le reste dans la division de k par 3 est 1, alors 1 +jk +3k =14j+j=0;

— Si le reste dans la division de k par 3 est 2, alors 1 +§* +5* =1+ 324+ 72=1+;247=0; donc
Donc

> ( N ) 9 L 9Re((14+5)7) 2"+ 2Re ((=))")
3 3 3 '
0<3i<n
Discutons suivant le reste dans la division de n par 3 :
— Si n s’écrit n = 3m, avec m € N*, alors
Z ( n ) _ 23m+2(_1)3m _ 23m+2(_1)m
3 3 3

0<3i<n
- Si n s’écrit n = 3m + 1, avec m € N, alors

n B 23m+1 +2(_1)3m+1Re(j) B 23m+1 + (_1)m
Z ( 3 )‘ 3 o 3

0<3i<n
- Sin s’écrit n = 3m + 2, avec m € N, alors

n\ 23m+2 4 9(_1)3m+2Re (jQ) 93mA2  (_pym+l
> (5)-= 3 B 3 '

0<3i<n



Exercice 7 (Bonus). Soient «, 3, v trois nombres réels tels que

cos(a) + cos(B) + cos(y) =0
sin(a) + sin(8) + sin(y) =0

Montrer que
cos(2a) + cos(2f) + cos(2vy) =0
sin(2a) + sin(26) + sin(2y) =0

e Méthode 1 : Posons a = €'*, b = e'f et ¢ = €. Par hypothese on a a + b + ¢ = 0 mais aussi @+ b+ ¢ =0. Puisque a, b et
c sont de module 1, ona&:%,b:%et c=1 Ainsi&+b+6:%+%+% = w = 0 donc bc + ac + ab = 0 Mais

alors a® +b% +c? = (a+ b+ c)? — 2(bc + ac + acb) = 0. En considérant les parties réelles et imaginaires, on obtient le résultat
demandé.
o Méthode 2 : Puisque e + e%¥ + ¢?* = 0, en multipliant par e~**, on obtient
1+e@+e? =0
avec « =y — x et 8 = z — x. En passant aux parties réelle et imaginaire

cosa+cosfB=—1
sina +sin8 =0

L’équation sin o 4 sin § = 0 donne
a=—p [2r]loua=7+p [27]

Sia=m+ B [27] alors la relation cosa + cos 8 = —1 donne 0 = —1. Il reste « = —3 [27] et alors 2cosa = —1 donne
a = £27/3 [2n]. Par suite ’® = j ou j2. On obtient alors aisément 1 + > + ¢%'# = ( puis e2** 4 ¥ 4 /% = (.

Exercice 8 (Bonus). Résoudre le systéme suivant d’inconnues (z,y) € R*? :

1
z|l4+———=| =2
I2+y2
1
y(1- 5>
x? 4+ y?
Posons z = x + y.
(1+ : ) 2 (1 ! ) 2
xr _ = €T + — =
2 2
Alors le systéme s’écrit aussi x :L:’—}zy , Soit a? +b?
T+ S——> =2+3i z+-=2+3%
sty z

En effet, on a z = x — iy et |2]? = 2z = 22 4+ y2 ainsi

T—y -

z 1
22 4+y2 2z 2
On résout donc 1’équation 22 — (2+3i)z +1=10. On a A = (2 + 3i)2 — 4 = —9 + 124, on cherche alors § tel que 62 = A. On
pose § = u + iv, ol (u,v) € R? alors

w2 —0v2=-9 2u? =
2uv =12 >0 = 202 =24
w2402 =481+ 144 =15 uv > 0

On choisit donc § = v/3(1 + 2i). Les solutions de 1’équation sont alors
2+ 3i+v3+2V3i 1 , 3
21 = 5 :(5\/§+1)+z(\/§+5)

= 2+3i*‘2/§72\/§i = (—%\/5+1>+i<—x/§+g>

22
Ainsi puisque z = Re(z) et y = Im(z), on obtient deux couples de solutions pour z et y :
1 3
@w = (3V3+1,V3+3)

et

(z,y) = <7%\/§+ 1,7\/§+g>.

Résolvons ce systéme sur C. Soient (z,y) € C*? vérifiant le systeme.



1
z(l4+ —5——=) =2
(14 o)

zyll— ———= | = 3=x.
4 $2+y2

On a alors

1
1 14 ——) =2
Par somme, on a alors Y ( 362+y2) Y , soit 3x12+y2

2ry = 2 3 =
Ty = 2y + 3x Y=5._>5
1— 2
Comme z2 + 3% = d ,onobtientyQ:L—:@:u.
2—x 2—x 2—x
3 2 1—1)?
On en déduit alors (2 22) = 93(2 2) , soit 9z(2 — ) = 4(z — 1)%.
z _

Cette équation se réécrit 4z* — 16z 4 3322 — 34z + 4 = 0.
. | N . . . , 1 1
On a trouvé d’apres la premiere partie de ’exercice deux solutions réelles 5\/3 +1et 75\/5 + 1.

On peut alors trouver les deux autres solutions complexes qui sont 1+ iv/3 et 1 — /3.

3x
Nous obtenons ainsi quatre solutions possibles pour z. De ’expression y = ———, on obtient y =

2 — 2 2iV3

On vérifie que les quatre couples de solutions complexes obtenus sont solutions.

3+ 3iV3 . 3—3iV3
e =

—2iV/3



