EcoLE CENTRALE DE PEKIN COURS : SCIENCES EN FRANGAIS/MATHS

Exercice 1. Soit f la fonction définie par f(z) =

CORRIGE DU TD N°9

Continuité et dérivabilité
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efx
1—2x

. On note Cy la représentation graphique de la

fonction f.

1.

AN I

Donner I’ensemble de définition de la fonction f.

Déterminer les limites de f en +o0o et —o0.

Déterminer les limites de f a droite et a gauche de 1.
Déterminer les variations de f sur son ensemble de définition.

Préciser I’équation de la tangente de f en 0.

5.

L’ensemble de définition de f est Dy = R\ {1}.
Ona lim f(z)=0et lim f(z)=+oo.
x—+o00 T—r—00
Ona lim f(zr)=-ococet lim f(z)= 4oo.
z—1+ z—1"
La fonction f est dérivable sur Dy car x — 1 — x l'est et ne s’annule pas sur Dy et x — e~ est aussi dérivable sur
Dy.
e (-(1—x)+1)  xe™®
i-22  (1-22
On en déduit le tableau de variations suivant :

De plus, pour tout « € Dy, f'(z) =

T —0o0 0 1 +o0
fl(=z) - 0 + 0 +
+o0o +oo 0
f(@) T

L’équation de la tangente est y = f(0) + (z —0)f'(0) =14z x 0= 1.

Exercice 2. Etudier les ensembles de définition et de dérivabilité des fonctions suivantes, puis calculer leur

dérivée :
L f1:a— (cos(x))?, 3. fsrxr— Vo +V1+22?,
5 ) arctan(zx)
cferme— 1122 0 4. fy: x— In(ln(In(z))).
1. Les fonction cos et o — 3 sont définies et dérivables sur R, donc par composée, f1 est définie et dérivable sur R.

2.

Pour tout z € R, f](z) = —3sin(z) cos(z)?.
La fonction & — 1 + 22 ne s’annule pas sur R et est dérivable sur R et arctan est également définie et dérivable sur
R. Donc par quotient, fa est définie et dérivable sur R.
Pour tout = € R,
1 — 2z arctan(z)
fa(x) = IV
(1+22)



3. La fonction & — 1 + 22 est définie sur R et & valeurs dans [1, +oo[. La fonction x — /z est définie sur R, donc
par composée, x — /1 + z2 est définie sur R et & valeurs dans [1, +oo[. La fonction z — z + /1 + z2 est donc
définie sur R et & valeurs dans [1,4o0o[. Finalement, la fonction z — \/x 4+ v/1 + x? est définie sur R.

La fonction x — /x est dérivable sur IR: et d’apres ce qui préceéde, par composée, x — x + /1 + 22 est dérivable
sur R et & valeurs dans [1,4oo[, donc f3 est dérivable sur R.

Pour tout z € R,

n 2z ) 1 Ve +Ve?+1
WI+a?) 9\ /o + Vit a? V14 a2

4. La fonction In est définie sur R . Pour que z — In(In(In(z))) soit bien définie, il faut donc que In(In(x)) soit bien
définie et a valeurs dans R* . On doit donc avoir z > 0 et In(In(z)) > 0. On a

5 = (1

In(In(z)) > 0 < In(z) > 1
<z >el.
Donc la fonction fy est définie sur Je!, +ool.
La fonction z — In(z) est dérivable sur R% , donc d’apres ce qui précede, par composée, z +— In(In(z)) est dérivable
sur Je!, +o0[ et & valeurs dans R%, donc f4 est dérivable sur Je!, +ool.

Pour tout x €]e!, +-o0],

L1 1 1
) = 2 @) (@)’

Exercice 3. Soit n € N. Déterminer la dérivée n-iéme de la fonction

f:R\{l}_)R;le—x'

Soit z € R\ {1}.

1
Ona fl(z) = ——,
£ = =
2
uis [ (r) = ———,
puis f”(x) SE
2x3
uis [ (z) = ———.
puis [ (z) =2
1
On peut alors montrer par récurrence que pour tout n € N*, f(7) = L.
(1 —gz)ntt

Exercice 4. Démontrer que, pour tout z € R*,

1 —six>0
arctan(z) + arctan () ={ 2,
x —3 siz <0

1
Posons, pour tout z € R*, f(x) = arctan(x) + arctan (7)
x

1
La fonction « —— — étant dérivable sur R* et & valeurs dans R et arctan étant dérivable sur R, par composée, f est dérivable
x

sur R et L 1 L
f/(LL‘) = CE) =0.
1
1+=x Ty,
22
La fonction f est donc de dérivée nulle sur l'intervalle | — co, 0[, f est donc constante sur cet intervalle.
™ ™ T
Or f(—1) = 2arctan(—1) = —21 =—3 Donc, pour tout z €] — 00,0/, f(z) = —3

De méme, f est de dérivée nulle sur I'intervalle |0, +oo[, donc f est constante sur cet intervalle.
Or f(1) = 2arctan(l) = 2% = g Donc, pour tout z €]0, +oo|, f(z) = g

Remarque : on pouvait aussi conclure directement par imparité de la fonction f.

D’ou le résultat.

Exercice 5. Soient I un intervalle et f : I — R une fonction deux fois dérivable. On suppose f” positive
sur [.



1. (a) Décrire lallure du graphe de f.
(b) Montrer que le graphe de f est situé au-dessus de toutes ses tangentes.
(¢) Que dire si f” est négative sur I 7
2. En déduire les inégalités suivantes :
(a) Pour tout z € R, e* >z + 1.
(b) Pour tout > 0, In(z) <z — 1.

(¢) Pour tout x > 0, sh(z) > z.

1. (a) Schéma
(b) Soit a € I. Posons, pour tout z € I, g(z) = f(a) + (z — a) f'(a).
Pour tout z € I, on a (f — g)'(z) = f'(z) — f'(a) et (f —g)"(z) = f'(z) > 0.
On obtient donc le tableau de variations suivant :

x a
(f —9)'(@) + +
(f —9)'(x) - 0 +
(f — 9)(x) \ /
0

Donc, pour tout z € I, (f — g)(x) > 0, soit f(z) > f(a)+ (z — a)f'(a).
On en déduit que le graphe de f est situé au-dessus de toutes ses tangentes.
(c) Si f” est négative sur I alors le graphe de f est situé au-dessous ses tangente.

2.  (a) On a exp” = exp, donc exp” est positive. D’aprés ce qui précéde, on a donc, pour tout = € R,

exp(z) > exp(0) + (z — 0) exp’(0) = 1 + x.
1
(b) Pour tout z € RY, In"(z) = ——5 < 0. D’apres ce qui précede, on a donc, pour tout = > 0,
z
In(z) <In(1) + (z — 1) In’(1) == — 1.

(c) On a sh” = sh, donc sh” est positive sur Ry. D’aprés ce qui précéde, on a donc, pour tout x > 0,

sh(z) > sh(0) + (z — 0)sh’(z) = =.
Exercice 6. Montrer que 'application
f:R—R; z+— (z— E(2)*+ (BE(z) +1—2)?

est continue sur R.

La partie entiere F étant continue sur R \ Z, la fonction f ’est aussi.

Soit n € Z. Etudions la continuité de fenn.
A gauche en n : pour tout z €ln — 1,n[, f(#) = @—(n-1))2+m—-1+1-12)2 = (¢ —n+ 1)2 + (n — z)2. Donc
lim f(z) =1= f(n). Donc f est continue & gauche en n.
r—n—
A droite en a : pour tout z €]n,n + 1], f(z) = (z —n)2 + (n+ 1 — z)2. Donc lim+ f(z) = 1= f(n). Donc f est continue &
r—rn
droite en n.

Donc f est continue en n, donc en tout point de Z.

Ainsi, f est continue sur R.
Exercice 7. Démontrer que, pour tout (x,y) €] — 1,12,

Tr+y
1+ 2y

el—-1,1].



Soit yo €] — 1, 1[. Posons, pour tout = €] — 1, 1[, f(z) = Yo .
1+ zyo

1

On a 1+ zyo = 0 si et seulement si x = ——. Comme yp €] — 1, 1], pour tout z €] — 1,1[, 1 + zyo # 0. Donc la fonction f
Yo

est définie et dérivable sur | — 1, 1].

1+zy—ylzx+y 1—y?
Pour tout z €] — 1,1[, f/(z) = (1+x35)2 ) (14 zy)2

On en déduit le tableau de variations suivant :

T -1 1
f'(@) +
1
/(@) - —
-1
Donc pour tout z €] — 1, 1], z + v el —1,1[.
1+ zyo
. 14 P 2 THY
yo étant un élément quelconque de | — 1, 1[, on en déduit que pour tout (z,y) €] — 1,1[2, T as €] —-1,1[.
zy
Exercice 8 (Bonus).
1. Etudier la fonction f définie, pour tout x € R, par
f(z) = cos®(x) + sin®(z).
2. Résoudre sur R I'équation cos®(z) + sin®(z) = 1.
1. La fonction f est définie sur R et 2w-périodique. Etudions la fonction fsur I =[—m, 7.
f est dérivable sur I et pour tout z € I, f'(z) = 3 cos(z) sin(z)(sin(z) — cos(z)).
Résolvons l'inéquation sin(z) — cos(z) > 0 sur I.
2 2
sin(z) — cos(z) > 0 & g cos(z) — % sin(z) <0
s
< cos <x + Z) <0
)i
Sre |—-m——|U|—,m|.
4 4
On en déduit le tableau de variations suivant :
3T ™ T
& -7 - —-= 0 — - T
4 2 4 2
sin(x) - - - + + +
cos(x) - - + + + -
sin(z) — cos(z) + — — — + +
() + 0o - o + 0 - 0 + 0o -
\/Q 1 1
-1 -1 2 -1

™
2. Du tableau de variations, on déduit que sur [—m, 7] les solutions de I’équation cos®(z) + sin3(x) = 1 sont 0 et 5

Par 27-périodicité, ’ensemble des solutions sur R est donc

S =217 U (g+2wz>.



