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Exercice 1. Déterminer le pged des polynémes suivants :

1.
2.
3.

X5 —2X44+X?-X-2et X3 -X?2-X -2,
X4+ X3-2X+1let X2+X+1,
X™—1 par (X —1)" pour n € N*.

. L’algorithme d’Euclide permet de calculer le pged par une suite de divisions euclidiennes.

XP—oXt 4 X2 - X —2= (X% - X2 - X —2) (X2 - X) +2X? - 3X -2,
puis

1 1 3 3
X3 _X?_X-2=(2X%2-3Xx-2 (—X 7) Sx-=
( ) s t1)ta

2 b
3 3 8 4
2X2 -3X —2= (,X, 7) (—X+7).
4 2 3 3
Le pgcd est le dernier reste non nul, divisé par son coefficient dominant :

puis

pgod (X? - X? - X -2, X% —2X* 4 X% - X —2) = X -2

. De la méme maniere,

Xt X3 —oX+1=(X*+X+1)(X+1) - X? - 4X,
puis
X34 X 1= (=X?—4X) (=X +4) + 17X + 1,
donc ) )
pged (X* + X3 —2X + 1, X% + X + 1) = pged (—X? —4X,17X +1) =1
car — X2 — 4X et 17X + 1 n’ont pas de racine (méme complexe) commune. (On pouvait aussi faire poursuivre
lalgorithme d’Euclide, le dernier reste non nul est une constante, donc le pged vaut 1.

Les diviseurs non constants de @ sont les polynémes du type ¢(X — 1)?, avec 1 < p < n. Parmi ces diviseurs, seuls
ceux de la forme ¢(X — 1) divisent aussi P (par exemple, car 1 est racine simple et non double de P, ou bien parce
qu’on sait comment décomposer P en produits d’irréductibles...). Ainsi, PA Q = X — 1.

Une idée possible est d’appliquer 'algorithme d’Euclide pour calculer le pged de ces deux polyndémes. On suppose par
exemple n > m, et on écrit n =mp+r, avec 0 < r < m. Alors on a

XM 1=X"PT _ 1= X" (X™P — 1)+ X" —1
Le point crucial est que X™P — 1 est divisible par X™ — 1. En effet,
X™P _1=(X"-1) (XM(pfl) 4 xm(p=1-1) L ... xm 1)

Ainsi, pged (X™ —1,X™ — 1) = pged (X™ — 1, X" — 1) . Mais puisque pged(n, m) = pged(m, ), on en déduit finale-
ment que
pged (X™ — 1, X™ — 1) = xpeed(nm) _

Exercice 2. Soit A, B € K[X] non constants et premiers entre eux. Montrer qu'il existe un unique couple
(U, V) € KIX]? tel que

degU < deg B

AU+ BV =1et { deeV < deg A



e Unicité : Soit (U, V) et (U, V) deux couples solutions. On a alors A(U — U) = B(V — V).
Donc A | B(V — V) et AA B =1 dong, par le lemme de Gauss, A |V — V. Or deg (V — V) < deg 4, donc V-V =0
Donc V = V', puis U=U
e Ezistence : Puisque A A B =1, d’apres le théoréme de Bezout, il existe U,V € K[X] tels que
AU + BV =1.
Réalisons la division euclidienne de U par B : U = BQ + U avec degU < deg B. Posons ensuite V=V+ AQ. On a
AU+ BV =AU+ BV =1
avec degU < deg B. Comme deg AU + BV = 0, on a deg AU = deg BV, d’out degV =deg A+ degU — deg B < deg A.

Exercice 3. Soit P et @ des polynémes de C[X] de degré m et n. Montrer que les propriétés suivantes
sont équivalentes :

1. la famille (P, XP,--- , X" 'P,Q,XQ,-- ,Xm_lQ) est libre
2. il existe U et V € C[X] tels que UP+VQ = 1.
3. P et @ n’ont pas de racines communes.

1) = 2) : Si la famille est libre, c’est une base de Cy,4mm—1[X] car famille constituée de n + m éléments qui est la dimension
de Cp4m—1[X], donc il existe U et V tel que UP +VQ = 1.

2) = 3): SiUP + VQ =1 et a une racine commune, alors (UP + VQ)(a) = U(a)Q(a) + V(a)Q(a) = 0 = 1(a) = 1. Ce qui

est absurde. Donc P et @Q n’ont pas de racine commune.

3) = 1) : Comme on est dans C, P et ) sont premiers entre eux. Supposons une relation de dépendance linéaire UP+VQ = 0
avec deg U < deg @ et deg V < deg P. Alors, P |V et donc V =0 et U = 0. La famille est libre.

Exercice 4. Soit (I,,)nen une suite croissante (pour Uinclusion) d’idéaux de K[X]. Démontrer que la suite
(I)nen est stationnaire pour Uinclusion (c¢’est-a-dire qu’il existe ng € N telles que pour tout n > ng,
[n = 1Ing )

e Méthode 1 : Pour tout n € N, il existe un unique polynéme unitaire P, tel que I, = (Py). De plus, la condition I, C In4+1
entraine que Pp1 | Ppn. La suite (deg (Pn)), <y est donc une suite d’entiers naturels décroissante : elle est stationnaire. Soit
p € N tel que, pour tout n > p, on a deg (P,) = deg (Pp) On a alors Py, | Py, P, et P, sont unitaires et de méme degré, donc
ils sont égaux et I, = Ip.La suite (I,) est bien stationnaire.

e Méthode 2 : Posons I = Un I,,. Puisque la suite (Iy,) est croissante, il est facile de vérifier que I est un idéal. II existe
P € K[X] tel que I = (P). Mais alors, il existe N € N tel que P € Iy. On prouve alors que pour tout n > N, on a I, = (P).
Eneffet,ona I, CI=(P),et Pc Iy C I, = (P)C I,

Exercice 5. On se place dans C3[X], et on note A = X* —1 et B = X*— X. On désigne par f I'application
qui, & un polynéme P, associe le reste de la division de AP par B.

1. Montrer que f est un endomorphisme de C3[X].

2. Déterminer le noyau de f.

3. Quelle est la dimension de Im(f) ? Montrer que Im(f) = (X — 1)Ca[X].

4. Déterminer les quatre racines 21, 22, 23 et 24 de B. 5. Montrer qu’en posant Py =

(Py, Pa, Ps, Py) est une base de C3[X].

. Montrer que f (P;) = (2, — 1) Px.

B

Srgurnt la famille

ot

1. Commencons par prouver que f(Cz[X]) C C3[X]. Par division euclidienne de AP par B, le degré du reste est
strictement inférieur & celui de B. Ici, B étant de degré 4 , f(P) sera de degré inférieur ou égal & 3 quel que soit le
polynéme P (peu importe d’ailleurs que P appartienne & C3[X]).

Montrons que ’application f est linéaire.
Soient donc deux polynémes P; et Pz, alors si on effectue la division euclidienne de AP; et de AP» par B, on obtient
les égalités
AP1 = BQ1 + R1 et AP» = BQ2 + Ra.

On peut effectuer la combinaison de ces deux équations :

AAPL+ pP2) = B (AQ1 + pQ2) + (AR1 + pRs).
Comme d (AR + pR2) < max (d(R1),d (R2)) < 4, il s’agit nécessairement la division euclidienne de A (AP + pPs)
par B, donc f (AP1 + uP2) = AR1 + pR2 = Af (P1) + pf (P2) . L’application f est donc linéaire.
C’est bien un endomorphisme de C3[X].



2. On peut caractériser les polynémes du noyau par la condition AP est divisible par B, mais ce n’est pas pratique
a expliciter. Mieux vaut expliciter en calculant les images des polynoémes de la base canonique comme A = B +
X = 1,f(1) = X — 1; de méme AX = BX + X? — X, donc f(X) = X2 — X puis f(X?) = X* - X2. Un
tout petit peu plus de réflexion pour la dernieére : AX3 = BX3 4+ X4 — X3 = BX3 + (X4 - X) + X - X34+
B (X3 + 1) + X — X3 donc f (X3> = X — X3. Cherchons maintenant le noyau : si P = a 4+ bX + cX? 4+ dX3,
alors f(P) = —a+ (a — b+ d)X + (b—c)X2 + (¢ — d)X?3, donc P appartient au noyau si b = ¢ = d (& cause des
deux derniers coefficients) et a = 0 (premier coefficient). La deuxiéme équation est alors toujours vérifiée, donc
ker(f) = {bX +bX2 +bX?,z € C} = Vect (X + X2 + X?).

3. Puisque dim(ker(f)) =1 et dim (C3[X]) = 4, le théoréme du rang assure que dim(Im(f)) = 3. Comme 'image de f
contient X —1,X2 — X = X(X —1) et X3 — X2 = X2(X — 1) (qui sont images de trois des polynémes de la base
canonique), elle contient tous les polynémes de la forme (X — 1) (a +bX + CX2), donc (X — 1)C2[X]. Comme ce
dernier espace est de dimension 3 comme Im(f), il y a nécessairement égalité entre les deux.

.2
4. 11 faut donc résoudre I’équation X4 —X = 0, soit X (X3 — 1) = 0. les quatre racines sont z1 = 0,22 = 1,23 = j = s
2

et zg=j=¢'"3 (les trois dernieres étant les racines cubiques de 'unité).

5. Ecrivons les quatre polynémes : P; = X3 — 1; Py = X (X2 + X + 1) =X3+ X2+ X;P=XX-1)(X—J) =
X34+ X2 +5X et P, = X(X — 1)(X —j) = X3+ jX2 + jX. Pour prouver que c’est une base, supposons
aPi +bPs + cP3 + dPy = 0, et profitons du fait que ces polyndmes ont des racines en commun. Pour = 0, I’équation
devient —a = 0, ce qui implique a = 0; pour x = 1, on trouve 3b = 0, donc b = 0; pour z = j,cj(j —1)(j —35) =0
donc ¢ = 0; de méme pour d = 0, la famille est donc libre. Comme elle contient quatre polynémes, c’est une base de
(Cg[X].

6. On A=B+ X —1, et (X — z,) P, = B, donc

AP, =BP,+ (X —1)Py =BP, + (X —zk) P + (2, = 1) P, = B(Pr + 1) + (2 — 1) Px.
1l s’agit de la division euclidienne de APy, par B, donc f (Pg) = (2 — 1) Py. B
Pour détailler un peu plus, f(P1) = —P1 f(P2) =0;f(P3) = (j—1)Ps et f(Py) = (j — 1)P4.
Exercice 6 (Bonus).
1. Déterminer les polynémes P € C[X] tels que P(U) C U.
2. Déterminer les fonctions rationnelles F' € C(X) telles que F(U) C U.

1. Soit P un tel polynéme non constant (sinon P = £1) de degré n > 1.
_ /1 J— )
Posons Q = X" P (i) Par hypothese, P(e?)P(et?) = 1 donc, en multipliant par €??, on a

P)Q(e) = ()",
Donc
PQ=X"
Donc P | X™. P est donc de la forme P = uX™ et puisque P(e®)P(eif) = 1, |u| = 1.
2. On écrit F = g avec P et Q premiers et P unitaire deg P = d, deg Q = d’. De plus, quitte a factoriser P ou Q par

X!, on peut supposer que X [P et X Q.
Alors .
P(X) X4P(1/X) _ xd—d'

QX) X' Q(1/X)
On en déduit 2d — 2d’ = d — d’ puis d = d’ et

P(X) [X4P(1/X)] = Q(X) [X9Q(1/x)] .

On en déduit comme P et @ sont premiers que P divise Xd/Q(l/X) et @ divise Xd/]5(1/X).
On a donc Q = cX™P(1/X) et comme F (1) € U, on en déduit que ¢ € U.
w_ PX)

XnP(1/X)

Si |w| # 1, alors F(z) = 7Y Jérifie la propriété (siw € U, alors F(z) = —w!).
1—wz

Les fractions rationnelles sont donc de la forme F' = ¢X




