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La présentation, la lisibilité et la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements seront
prises en compte dans la notation. Ce sujet comporte quatre exercices.

Exercice 1. Dans R?*, on considére ensemble
F={(z,y,z,t) ER |z +y+2=0ct z+2y—t =0}
et les vecteurs

a; = (1,2,-1,1), 1ty =(-1,4,1,5), u3=(2,3,—-2,0) et y=(-1,0,1,1).

On note

G = Vect(iy, ta, Us, Uy).
Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R%.
Déterminer une base de F' et donner la dimension de F.
Montrer que @y € Vect(uy, ti4).

Déterminer la dimension de G.

A

Les espaces F et G sont-ils supplémentaires dans R* ?

1. F = Vect((1,0,-1,1),(0,1,—1,2)) donc F est un sous-espace vectoriel de R* comme espace vectoriel engendré par
des vecteurs de R%.

2. La famille ((1,0,—1,1),(0,1,—1,2)) est génératrice d’apres la question précédente et libre car les deux vecteurs ne
sont pas colinéaires. C’est donc une base de F'. On en déduit que F' est de dimension 2.

3. On a 42 = 21 + 3U4 (en résolvant par exemple @ = A1 + pia).
4. De la question précédente, on a G = Vect(d1, U3, t4).

La famille (1, d2, 43) est donc génératrice. On montre que cette famille est libre. C’est donc une base de G et
dim(G) = 3.

5. Comme dim(F) + dim(G) = 5 > 4 = dim(R*), F et G ne sont pas supplémentaires dans R*.

Exercice 2. On considere les polynémes suivants :
Ph=X*-2 P =X-1)(X+1), P=(X-2)(X+1) et Py=(X—-1)(X+2).

La famille (Py, Py, P2, P3) est-elle libre dans Ry[X] ?
Montrer que la famille (P;, Py, P3) est une base de Ry[X].

Déterminer les coordonnées de Py dans la base (P, Py, Ps3).

- W o=

Déterminer un supplémentaire de F' = Vect(Py, Ps, P3) dans Rg[X].

1. La famille (Py, P1, P2, P3) n’est pas libre dans Ro[X] car dim(R2[X]) = 3, donc une famille libre a au plus trois
éléments.

2. Soit (A1, A2,A3) € R3 tel que A1 P1 + A2 Py + A\3P3 = 0. En évaluant en X = 1, on obtient Ao = 0, puis en évaluant
en X = —1, on obtient A3 = 0, et finalement A\; = 0. Donc (P1, P2, P3) est libre. Composée de trois éléments dans
Pespace vectoriel Ro[X] de dimension 3, (P1, P2, P3) est une base de Rp[X].

3. On cherche (a,b,c) € R3 tel que Py = aP1 + bP2 + c¢Ps. Par évaluation ou résolution d’un systéme, on obtient a = 0,
b=—-etc=—.

2 2
11
Les coordonnées de Py dans la base (P1, P2, P3) sont donc (0, > 5)

4. Comme X3 ¢ Vect(Py, P2, P3), la famille (Py, P2, P3, X3) est libre. Composée de 4 éléments dans I’espace vectoriel

R3[X] de dimension 4, c’est une base de R4[X].

L’espace G = Vect(X?) est donc un supplémentaire de F' dans R3[X].

Exercice 3. On se place dans l'espace vectoriel C([0,1],R). On consideére F' I'ensemble des fonctions
constantes de [0,1] dans R et

G- {feC([o,u,R) | /Olf(t)dt()}.

1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de C([0, 1], R).
2. Montrer que F' et G sont des espaces supplémentaires dans C([0, 1], R).
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1
3. Montrer que F = {f € C([0,1],R) | / f@dt = 1} est un sous-espace affine.
0

— F cc([0,1],R).
— La fonction nulle sur [0, 1] est constante donc appartient & F'.
— Soient f et g deux éléments de F. Soit A € R. f et g étant constantes, A\f + g l’est aussi donc A\f + g € F.
De ces trois points, F est un sous-espace vectoriel de C(]0, 1], R).
2. @
— G cCC([0,1],R),
— f 01 0d¢ = 0 donc la fonction nulle sur [0, 1] appartient & G.
— Soient (f,g) € G? et A € R. Alors

1 1
/ (Af 4+ g)()dt =/ Af(t) +g(t)dt
0

0
1 1
= )\/ f)de + / g(t)dt  par linéarité de l'intégrale
0 0

=AXx0+4+0 carfetgappartiennent a G
=0.
Donc A\f +¢g € G.
De ces trois points, G est un sous-espace vectoriel de C(]0, 1], R).
3. e Soit f € FNG. Comme f € F, il existe A € R tel que pour tout t € [0,1], f(¢t) = .

On obtient alors fol ft)ydt = fol Adt = .

Or f € G, donc fol f(t)dt =0, soit A = 0.

Donc, pour tout ¢ € [0,1], f(¢) = 0. Donc f est la fonction nulle.

Donc FNG C {0p,1]—r}, et I'inclusion réciproque étant évidente, finalement F'N G C {0jp,1]—r}-

e On a F+ G C C([0,1],R).

Montrons 'inclusion réciproque.

Soit h € C([0,1],R). On cherche h € F et g € G tel que h = f + g. Comme f € F, il existe A tel que pour tout
t €10,1], f(t) = A, et donc h(t) = X+ g(¢).

En intégrant entre 0 et 1, puisque g € G, on a alors fol h(t)dt = X. Donc A\ = fol h(t)dt et on en déduit que, pour
tout t € [0,1], g(t) = h(t) — A = h(t) — fol h(t)dt.
On peut donc écrire h = fol h(t)dt + (h - fol h(t)dt) et t —> fol h(t)dt € F et t — h — fol h(t)dt € G.

Donc C([0,1],R) C F' + G.

D’ou C(]0,1],R) = F + G.

e De ces deux points, on en déduit que F' et G sont supplémentaires dans C([0, 1], R).
4. e La fonction f; constante égale & 1 appartient a F.

e On montre ensuite que F = f1 + G et F est un sous-espace vectoriel de C([0, 1], R).

Donc F est un sous-espace affine, dirigé par G.

Exercice 4.
Soit n € N*. Pour toute matrice A € M,,(R), on pose
Cn(A) ={M € M,(R) | AM = MA}.
On note 0,, la matrice nulle de M,,(R), I,, la matrice identité de M,,(R) et E; ; la matrice dont tous les

coefficients sont nuls sauf celui en position (i, j) qui vaut 1.
1. Soit A € M,,(R). Démontrer que C,(A) est un sous-espace vectoriel de M,, (R).

Dans la suite, on se place dans le cas n = 2. Soit A € M3 (R).

2. (a) Soit A € R. Justifier que C2(Al2) = M2(R) et donner la dimension de Ca(Al3).

(b) Montrer que A et Iz appartiennent a Ca(A).

(¢) En déduire qu'il n’existe pas de matrice A € M2(R) telle que dim(Cz(A)) = 1.
A0
0 A2
4. Nous allons démontrer qu’il n’existe pas de matrice A € M3 (R) telle que dim(C2(A)) = 3.

. a b
801tA<C d

3. Soient A; et A2 deux nombres réels distincts. Si A = ( ), déterminer dim(Cz(A)).

> € M3(R). On suppose que C3(A) est de dimension 3.
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(a) Démontrer, par un argument de dimension, que

CQ(A) n \/eCt(E‘Ll7 EQJ) 7é {02} et CQ(A) N Vect(El’Q, E272) # {02}

(b) En déduire que A = < >, puis chercher une contradiction.

a 0
0 d

5. Soit A € M3(R). Montrer que Ca(A) = M3(R) si et seulement si A = Ay, ot A € R.
1.  — Cn(A) C Ma(R).
— AO0p, =0, =0, A donc 0, € Cp(A).
— Soient (M1, M2) € Cn(A)? et A € R.
On a
A(AM1 4+ M2) = NAM + AM>
= AM1A+ MsA  car (Ml,MQ) ECn(A)
= (AM1 + Ma)A.
Donc AMj + M2 € Cn(A).
De ces trois points, Cr (A) est un sous-espace vectoriel de My, (R).
2. (a) Omn a Ca(Al2) C M2(R) par définition.
Soit M € M2 (R). Alors (AI2)M = AM = M (XI2). Donc M € Ca(Al2).
Donc M2(R) C Ca(A2).
D’ou Ca(Al2) = M2(R).
On en déduit que C2(Al2) est de dimension 4.
(b) Ona AA = AA donc A € C2(A) et Alp = A= 12A donc Iz € C2(A).
(c) Supposons par absurde qu’il existe A € M2 (R) tel que dim(C2(A)) = 1. C2(A) est donc une droite vectorielle
et comme (A, I2) € C2(A), il existe A € R tel que A = Als.
Donc Ca(A) = Ca(A2) = M2(R), ce qui est absurde puisque Ion a supposé que dim(C2(A)) = 1.
Tl n’existe donc pas de matrice A € M2(R) telle que dim(C2(A4)) = 1.
3. Posons A = <)E)1 /\02) Déterminons une base de Ca(A).
Soit M = (”c‘ Z) € Ma(R).
On a M € Ca(A) si et seulement si AM = MA,
soit si et seulement si
(/\1 O) (a b) _ (a b) ()\1 0)
0 A2 c d c d 0 Ao )’
soit si et seulement si
(a)\l b)\g) _ (a)q b)\1).
cA1  dXz cA2  dXg
Comme A1 # A2, on en déduit que M € C2(A) si et seulement si b = ¢ = 0, soit si et seulement si M = (8 2)
Donc C2(A) = Vect ((é 8) , (8 ?)) La famille ((é 8) , (8 ?)) est donc génératrice et libre (comme
sous-famille de la base canonique). C’est donc une base de C2(A).
Donc dim(C2(A)) = 2.
4. D’apres la formule de Grassmann,
dim(Cz(A) N VeCt(El,l, Eg’l)) = dim(CQ(A)) + d.iIIl(VeCt(ELl7 Ez1)— dim(Cz(A) + Ve(?t(ELl7 Es1)
>342-4=1
car dim(C2(A) + Vect(E1,1, E2,1) < 4 puisque C2(A) + Vect(E1,1, E2,1) C M2(R) de dimension 4.
On en déduit que C2(A) N Vect(E1,1, Ea,1)) # {02} puisque E = {0} si et seulement si dim(E) = 0.
On montre de la méme maniére que C2(A) N Vect(E1 2, E22)) # {02}
5. Comme CQ(A) n VeCt(El,l,EQ’l)) #* {02}, il existe My € CQ(A) N VeCt(Elyl,EgJ) avec M # 02. Comme M; €

VeCt(El’l,EQJ), il existe (al,b1) € R2 \ {(07 0)} tel que M1 = a1E1,1 —+ blEQ’l = (al 0).

b1 O
Comme AM = M A, on obtient

aia + bby 0 _ (aa ba

aic+bid 0) \bia bby )’

bb; =0
donc, par identification, < ba; =0
aic+bid=0

Comme (a1, b1) # (0,0), on en déduit que b = 0.

De la méme fagon, avec M2 € C2(A) N Vect(E1,2, F2,2)), matrice non nulle, on obtient ¢ = 0.
Donc A = (g 2)

Sia =d alors A = alz et d’apres la question 2.a), dim(C2(A)) = 4 # 3, ce qui est absurde.
Si a # d, alors d’apres la question 3, dim(C2(A) = 2 # 3, ce qui est absurde.

On en déduit que dim(C2(A)) = 3 n’est pas possible.
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6. D’apres la question 1, si A = A2, alors C2(A) = Ma(R).
Réciproquement, supposons que C2(A) = M2 (R). Cela signifie que A commute avec toutes les matrices de M2(R).

a b
Posons A = (c d) .

De AE1,1 = E1,1A, on obtient b =c¢ = 0.
De AFE2 1 = FE2 1A, on obtient a = d.
Donc A = als.

D’ou le résultat.



