EcoLE CENTRALE DE PEKIN COURS : SCIENCES EN FRANGAIS/MATHS

CORRIGE DU TD N°13

Nombres complexes : Racines n-iemes de 'unité et géométrie

4 JUIN 2021

S’entrainer

Exercice 1.

1. Déterminer les racines 5-iémes de —i.

. . . —4
2. Déterminer les racines 6-iemes de ———

- 37
1. Les racines 5-iémes de —i = €' 2 sont
som B oy = () ) (B L (B, - i35+

. N —4 —4 i

2. Les racines 6-iemes de ——— = —— = 2¢"3 sont
1+ Z\/g 2e'3
2, =266 (5T35) | ke {o,...,5)
Exercice 2. Résoudre dans C les équations suivantes :

161/2
1. 2% = —.

1—1
2. 24— (3+8i)22 —16+12i =0

1 1 1414 1 ;= 6
1. On met - sous forme trigonométrique. On a —— = + = —e'7. Les racines quatriémes de f sont donc
1—14 1—14 2 V2 1—14

les zp, = 2¢i(T5+25%) ou k € {0,...,4}

2. On pose Z = z2. L’équation devient Z2 — (3+8i)Z —16+12i = 0. Le discriminant est A = (3+8i)2 —4(—16+12i) = 9.
3+8 —3 3+8+3
Les racines sont alors Z7 = % =4diet Zo = % =3+ 41.
On résout 22 = 71 = 4i = 4e'7
Les solutions sont z; = vV4e'T = +/2 +iv/2 et 20 = V4" (TT™) = _\/2 _ /2.
On résout z2 = Z3 = 3 + 44. On cherche les solutions sous la forme z = a + ib, avec a et b réels. On obtient alors le
2 2
a“—b =3
systeme 2ab =4 . Ce quidonne z3 =2+iet zg = —2—1.

242 —VFEIR=5
L’ensemble des solutions est donc {\/5 +iV2, V2 — V2,241, -2 — i}

Exercice 3. Soit n € N*. Résoudre les équations suivantes :
1. z2"+1=0.
2. (z=2)"=(z+2)".

1. On a )
Z"+1=0& 2" =€,
Or zp = e'n est solution particuliere de I’équation et donc

(2k+1

)
|ke{0,...,n—1}}

sz{zowk\ke{o,...,n—u}:{ei



2. On a

_9\"
(z+2)"=(2—-2)" <= (z T 2) =1 car z = —2 n’est pas solution de ’équation
z

—2 2ikm

z . . "
<~ Jk e [0,n—1], wp ouwg =e n est une racine n-ieme de I'unité

Z+2
<~ Jke0,n—-1],z2—2=wr(z+2)

<~ Jke[0,n—-1], 2(1 —wk) = 2w + 2
1+ wg
1— wg

<~ Jkel,n-1], z2=2x pour pouvoir diviser par 1 — wg, qui est nul si &k = 0.

Pour k € [1,n— 1], on a :

T+w, €O+4en
« _

2L = 2 - = -
— - 2ikm lem ik ilm km km
T—wi g0 _ ™5 e (e n — % —2jsin | — sin [ —
n n

2i cos (—)
b N _ n —
Dou § = . (kﬂ') [kel,n—1]
sin [ —
n

Exercice 4. Soit (z,,)nen une suite géométrique de raison a ol a est un imaginaire pur non nul. Montrer
que si M,, a pour affixe z,, alors le triangle M,, M,, ;1 M, 12 est rectangle en M, ;.

Soit n € N. On a
Zn42 — Zntl _ QZnyl — Znt1 _ ala—1)

= 1 = 1 = —aciR.
Zn = Entl —Zn4+1 — Zn+1 -a
a
Donc les vecteurs My Mp41 et My 41 Mp42 sont orthogonaux.
Le triangle My, My, 41 My, 12 est ractangle en My 1.
Exercice 5. Déterminer le lieu des points M d’affixe z tels que
z ™
1. eR 4. arg(z —2) = —- [2m
—1 R g(z —2) = 5 [27],
z—1 5 ) =1
9. €R, . arg(iz) = 1 [7],
z+1 ) .
) 6. |z —i|=|z+1|,
3. 21 ciR Y
S ) 7. (1 +4)z — 2i] = 2.
1. 1l s’agit de la droite passant par les points d’affixes 0 et 1, c’est-a-dire la droite des réels privée de 1.
2. 11 s’agit de la droite passant par les points d’affixes —1 et ¢, privée de —1.
3. Le cercle dont un diametre est donné par les points d’affixes —1 et ¢, privée de —1.
- —
4. Soit A le point d’affixe 2. Alors arg(z — 2) = g[Qﬂ'] si et seulement si (¢, AM) = g[Qﬂ'].

C’est donc la demi-droite passant par A et dirigée par j, sauf A.

5. On a arg(iz) = arg(i) + arg(z) = g + arg(z)[2n]. On a donc

arg(iz) = g[ﬂ <> arg(z) = fg[ﬂ‘

L’ensemble recherché est donc la droite y = —xz, sauf 'origine du repeére.

6. Soit A le point d’affixe ¢, B le point d’affixe —i, et M le point d’affixe z. Alors |z — i| est la longueur AM, |z + i| est la
longueur BM, et la condition recherchée est AM = BM, c’est-a-dire M est sur la médiatrice de [AB], soit encore M
sur ’axe réel, soit z réel.

7. Factorisons par 1+ ¢ dans le module. On trouve :

. 21
1+ |z — | =2
141
Puisque |1 4| = V2 et 12+ii =1+ 1, ceci est équivalent &
|z — (1 +4)| =v2

Ainsi, 'ensemble des points M correspondants est le cercle de centre le point A d’affixe 1+ i et de rayon v/2.



Exercice 6.
|z —i| =1

1. Résoudre géométriquement )
2| =z —1—i

(1= i)z +2+2i] =2

2. Résoudre géométrique
8 a arg(z + 2) = arg(z + 2i) [n].

1
3. Déterminer les nombres complexes z tels que les points M, N et P d’affixes z, — et 1 —z appartiennent
z

a un méme cercle de centre O.

1. La premiere égalité correspond au cercle de centre i et de rayon 1, et la seconde & la médiatrice entre le point d’affixe
0 et le point d’affice 1 + i. Les deux complexes vérifiant ces égalités sont donc

zZ1 = ﬂ—l—i(l—i—f) etzg—f—&—i(l—ﬁ)

2 2

2. On a

2+ 25
|(1—d)z+2+2i|=2 < |1—i||z+ 1+ =2 = |24 2i] = V2.
—1
L’ensemble des points M tels que |(1 —4)z + 2 + 2i| = 2 est donc un cercle de centre C' d’affixe —2i et de rayon /2.

s
Les points M d’affixe z tels que arg(z + 2) = arg(z + 2¢)[n] sont les points M tels que CM et DM sont colinéaires ou
D est le point d’affixe —2. L’ensemble des points M d’affixe z tels que arg(z + 2) = arg(z + 2t)[x] est donc la droite
(CD) privée de C et D.

L’ensemble des points recherchés correspond donc a l'intersection de ces deux ensembles, ce sont les points de
coordonnées d’affixes —1 — i et 1 — 3i.

1
3. Les trois points sont sur un méme cercle de centre O si et seulement si |z| = |~| = |1 — 2|. On en déduit |22| = 1,
z

donc |z| = 1. Ainsi z = ¢*? ot1 @ € R. De plus, 1 — € = 2sin 5619/2. On en déduit que |1 — z| =1 si et seulement si
0 s

).
- =-Z ]
Conclusion, les points M, N et P sont donc sur un méme cercle si et seulement si z = ¢*? avec § = :I:g[27r].

1 0
|sin —| = =, soit si et seulement si = = E[ﬂ'] ou
2 2 2 6

Approfondir
Exercice 7. Soit a € C de module 1. On note 21, ..., 2z, les solutions de I’équation 2" = a. Montrer que
les points My, d’affixe (1 + zx)™ sont alignés.
Posons a = €*? oi1 § € R. Alors les racines de z" = a sont données par zj, = etkTH0)/n oy | e {0,...,n — 1}. Factorisant

par Pangle moitié et utilisant les formules d’Euler, on a

1+ 2, = 2cos (M) (i(2km+0)/2n
2n

soit
(14 2,)" = 2" cos™ (2k72r + 9) (1(2kT+0)/2 _ on o (2k7; + 0) Gikm+6/2)
n n

0 _ 6
Donc arg((1 + zx)") = km + = = —[n]. Tous les point (1 + zx)™ ont donc le méme argument modulo . Ils sont donc situés

sur la droite qui fait un angle 6/2 avec 1’axe des abscisses. Ainsi, ils sont alignés.

Exercice 8. Soient A, B et C trois points du plan, d’affixes a, b et c.
1. Montrer que le triangle ABC est équilatéral direct si et seulement si a + jb + j2¢ = 0.

2. En déduire que le triangle ABC est équilatéral si et seulement si

a® 4+ b? + ¢ — (ab+ ac+be) = 0.




1. ABC est équilatéral direct si et seulement si (,ﬁ, E) = g [27], soit si et seulement si

(c — a) T c—a AC
arg = —et =—=1,
b—a 3 b—a AB
soit finalement si et seulement si
EZ® _ im/3 —2.

b—a
Donc ABC est équilatéral direct si et seulement si ¢ — a + j2b — j% = 0, soit a(—1 — j2) + c+ 52b = 0.
Or, 1+ j2 = —j et en multipliant par j2, puisque j> = 1, on obtient a + jb+ j2¢ = 0.

2. ABC est équilatéral si et seulement si ABC' est équilatéral direct ou ACB est équilatéral direct, soit si et seulement si

a+jb+j2c=0
a+jc+34%b=0

)

soit si et seulement si (a + jb + j2)(a + jc + bj2) = 0, soit finalement, en développant et & I’aide de la relation
j+ 3% = —1, si et seulement si

a? + %+ ¢* —ab—be — ac = 0.
D’oti le résultat.

Exercice 9 (Bonus). Déterminer le lieu des points M d’affixe z tels que les points M, N et P d’affixes z,

2% et — soient alignés.
z

1
Puisque P a pour affixe —, on suppose z # 0. On a
z

1 _
M, N et P sont alignés < = €Rouz?—2=0
22—z
1
<:>z+ ERouz=0o0uz=1
z
z+1 z4+1
&= —2 :( J; )ouzzlcarz;é()
z z

S@E+)EZ=(EF+1)2ouz=1

S 22(Z—2)=(2—Z2)(z+Z)ouz=1
S (Z—2)(2Z2+2+%2) =00uz=1
S zeR*ou |22+ (24 2) = 0.

Si on pose z = x + iy avec (z,y) € R%, on a |z]2 + (2 +2) = 22 + %2 + 2z = (x + 1)2 + y? — 1. On en déduit que le lieu
cherché est la réunion de 'axe des réels privé de O et du cercle de centre (—1,0), de rayon 1 privé de O.

Exercice 10 (Bonus). Soient a et b deux nombres complexes. Soit un entier n > 2. On note wy, ..., Wp—1
les racines n-iemes de 'unité. Montrer que

n—1
2
b < — bl.
\M+H,n2;m+w\

2ikm
On peut supposer que wy =e » On a

n—1 n—1 n—1
Z(aerkb) = Za+b2wk = na.
k=0 k=0 k=0
Ainsi par 'inégalité triangulaire
n—1 n—1
Inal = | Y (a+wib)| <D la+wedl.
k=0 k=0

Donc
1 n—1
ol < = latwib)
n
k=0

On obtient de méme que

n—1
1
b < — b
H_n;|+wﬂ
=0



Mais

n—1

n—1 1 n—1 1 n—1 1
E |b+wra| = E Wk (*b-i-a)’ = E lwe| | —b+a| = E —b+4a
W Wi W
k=0 k=0 k=0 k=0
car |wg| = 1. Il reste & prouver que
n—1 n—1
1
a+ —b|l = E |a + w;b
Wk
k=0 §=0
Or i
1 1 e n 2(n—k)im
- = — = N =e n
or erﬂur 62knz7r
donc
n—1 n—1
1 2(n—k)im
E a+ —b| = a-+e n
Wk
k=0 k=0
Par le changement d’indice p = n — k,
n—1 n
2(n—k)im 2pim
E a+e n bl = at+e n b
k=0 p=1
n—1
2nim 2ipr
=lat+e n b+£ a+e n
p=1
n—1
2pim
=la+bl+ E a+en
p=1
n—1
2ipm
= E a+e " bl
p=0
On a donc
1 n—1
o< = > Ja+ wibl
n
k=0

et en sommant les deux inégalités le résultat demandé.




