
TD1 Oscillateur conservatif linéaire à un degré de liberté
Séance 1 :
Retrouver l’équation du mouvement du pendule simple avec les équations de Lagrange ：

Tout d’abord, on a les équations de Lagrange :
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Pour le pendule simple, on a :
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Donc, on peut obtenir :
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On sait que θ est très petit, donc  sin
Donc, on a :
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Cela est l’équation du mouvement du pendule simple.

Séance 2 :
Montrer que le schéma explicite avec matrice d’amplification est obtenu à partir du système du
premier ordre que l’on discrétise en temps de manière explicite:

On a :
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Donc,
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Alors, on peut obtenir la matrice d’amplification : 
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Exercice 1 Oscillateur conservatif linéaire à un degré de liberté
Question 1

1.1 on a l’équation du mouvement du pendule simple: )1(02
0 



qq 

La solution est dans la forme )cos(*)sin(*)( 00 tBtAtq  

Et on a les conditions initiales： 0;1;/2 000 


qqsrad �

Donc, on a 1et0  BA

Alors, la solution analytique est )2cos()( ttq 

clear all;

w0=2*pi;

q0=1;

dq0=0;

T0=3;

t=linspace(0,T0,300);

q=cos(2*pi*t);

plot(t,q)
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C’est une constante, indépendante du temps.



Question 2

2.1 on sait que )5(*
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Donc, on a 
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Alors, 
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2.2 J’ai choisi la méthode 1.
clear all;

w0=2*pi;

q0=1;

dq0=0;

T0=3;

dt=0.01;

w0c=w0*w0;

t=(0:dt:T0);

np=size(t,2);

q=zeros(1,np);

dq=zeros(1,np);

ddq=zeros(1,np);

E=zeros(1,np);

q(1)=q0;

dq(1)=dq0;

ddq(1)=-w0c*q(1);

for inc=2:np

q(inc)=q(inc-1)+dt*dq(inc-1);

dq(inc)=dq(inc-1)+dt*ddq(inc-1);

ddq(inc)=-w0c*q(inc);

end

E=0.5*(dq.*dq+w0c*(q.^2));

plot(t,q)



2.3 On choisit dt1=0.01s; dt2=0.005s; dt3=0.001s, alors
Pour dt1=0.01s, le résultat est

Pour dt2=0.005s, le résultat est

Pour dt3=0.001s, le résultat est

On peut voir que quand dt devient petit, la divergence devient lente.



2.4 La solution exacte : 7392.192 2  E

Pour dt1=0.01s, le résultat est

Pour dt2=0.005s, le résultat est

Pour dt3=0.001s, le résultat est

E* augemente avec le temp, c’est-à-dire que la divergence avec le temps.
On peut voir que quand dt devient petit, E* augemente plus lentement.

2.5 On va calculer les valeurs propres pour 
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Donc, la solution numérique est toujours instable.



Question 3

3.1 J’ai choisi la méthode 1.

clear all;

w0=2*pi;

q0=1;

dq0=0;

T0=3;

dt=0.01;

w0c=w0*w0;

t=(0:dt:T0);

np=size(t,2);

q=zeros(1,np);

dq=zeros(1,np);

ddq=zeros(1,np);

E=zeros(1,np);

q(1)=q0;

dq(1)=dq0;

ddq(1)=-w0c*q(1);

for inc=2:np

q(inc)=(q(inc-1)+dt*dq(inc-1))/(1+w0c*dt*dt);

ddq(inc)=-w0c*q(inc);

dq(inc)=dq(inc-1)+dt*ddq(inc);

end

E=0.5*(dq.*dq+w0c*(q.^2));

plot(t,q)



3.2 On choisit dt=0.01s

Pour la solution exacte

Pour la solution d’EULER explicite

Pour la solution d’EULER implicite

Alors, la solution exacte est stable avec le temps. Par rapport à la solution exacte, la solution
d’EULER explicite diverge avec le temps, et la solution d’EULER implicite converge avec le
temps.



3.3 On choisit dt1=0.01s; dt2=0.005s; dt3=0.001s, alors
Pour dt1=0.01s, le résultat est

Pour dt2=0.005s, le résultat est

Pour dt3=0.001s, le résultat est

On peut voir que quand dt devient petit, l’atténuation des oscillations est plus faible.



3.4 La solution exacte : 7392.192 2  E

Pour dt1=0.01s, le résultat est

Pour dt2=0.005s, le résultat est

Pour dt3=0.001s, le résultat est

E* diminue avec le temp, c’est-à-dire que la convergence avec le temps.
On peut voir que quand dt devient petit, E* diminue plus lentement.

3.5 On va calculer les valeurs propres pour 
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Donc, la solution numérique est toujours stable.



Question 4

4.1 On suppose que
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Donc, on a : U
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C’est une formulation adaptée aux schémas du premier ordre.

4.2 On choisit dt=0.01s
clear all;

w0=2*pi;

q0=1;

dq0=0;

T0=3;

dt=0.01;

w0c=w0*w0;

t=(0:dt:T0);

np=size(t,2);

q=zeros(1,np);

dq=zeros(1,np);

E=zeros(1,np);

U=[q0;dq0];

q(1)=q0;

dq(1)=dq0;

C=[0 1;-w0c 0];

for inc=2:np

k1=C*U;

k2=C*(U+1/2*k1*dt);

k3=C*(U+1/2*k2*dt);

k4=C*(U+k3*dt);

K=(k1+2*k2+2*k3+k4)/6;

U=U+K*dt;

q(inc)=U(1);

dq(inc)=U(2);

end

E=0.5*(dq.*dq+w0c*(q.^2));

plot(t,q)



4.3 On vait comparer quatre résultats différents ：

Pour la solution exacte Pour la solution d’EULER explicite

Pour la solution d’EULER implicite Pour la solution de RUNGE KUTTA

On peut voir que la solution de RUNGE KUTTA est plus précis par rapport à la solution exacte.



4.4 On vait comparer quatre résultats différents de E* ：

Pour la solution exacte : 7392.192 2  E

Pour la solution d’EULER explicite

Pour la solution d’EULER implicite

Pour la solution de RUNGE KUTTA

On peut voir que la quantité E* de RUNGE KUTTA est plus précis par rapport à celle exacte, ni
diverge ni converge.



Question 5

5.1.1 J’ai choisi la méthode 1.

clear all;

w0=2*pi;

q0=1;

dq0=0;

T0=3;

dt=0.01;

w0c=w0*w0;

t=(0:dt:T0);

np=size(t,2);

q=zeros(1,np);

dq=zeros(1,np);

ddq=zeros(1,np);

E=zeros(1,np);

q(1)=q0;

dq(1)=dq0;

ddq(1)=-w0c*q0;

for inc=2:np

q(inc)=(q(inc-1)+dt*dq(inc-1)+1/4*dt*dt*ddq(inc-1))/(1+1/4*w0c*dt

*dt);

ddq(inc)=-w0c*q(inc);

dq(inc)=dq(inc-1)+1/2*dt*(ddq(inc-1)+ddq(inc));

end

E=0.5*(dq.*dq+w0c*(q.^2));

plot(t,q)



5.1.2 On vait comparer cinq résultats différents ：

Pour la solution exacte Pour la solution d’EULER explicite

Pour la solution d’EULER implicite Pour la solution de RUNGE KUTTA

Pour la solution de NEWMARK (β=0.25,γ=0.5)

On peut voir que la solution de NEWMARK (β=0.25,γ=0.5) est autant précis que la solution de
RUNGE KUTTA.



5.1.3 On vait comparer cinq résultats différents de E* ：

Pour la solution exacte : 7392.192 2  E

Pour la solution d’EULER explicite

Pour la solution d’EULER implicite

Pour la solution de RUNGE KUTTA

Pour la solution de NEWMARK (β=0.25,γ=0.5)

On peut voir que la quantité E* de NEWMARK (β=0.25,γ=0.5) est autant précis que la quantité
E* de RUNGE KUTTA.



5.1.4
clear all;

w0=2*pi;

r=0.5;

y=0.25;

dt=(0:0.001:1);

np=size(dt,2);

m=zeros(1,np);

n=zeros(1,np);

l=zeros(1,np);

for inc=1:np

t=dt(inc);

B=[1+y*t*t*w0*w0 0;r*t*w0*w0 1];

C=[1-(0.5-y)*t*t*w0*w0 t;-(1-r)*t*w0*w0 1];

A=inv(B)*C;

[V D]=eig(A);

m(inc)=D(1,1);

n(inc)=D(2,2);

l(inc)=abs(m(inc));

end

m

n

l

Donc, les valeurs propres sont : m et n; la module est l.

les valeurs propres :



La module est :

On peut voir que la module est toujours 1, donc la solution est quasi stable.

5.2.1 J’ai choisi la méthode 1.
clear all;

w0=2*pi;

q0=1;

dq0=0;

T0=3;

dt=0.01;

w0c=w0*w0;

t=(0:dt:T0);

np=size(t,2);

q=zeros(1,np);

dq=zeros(1,np);

ddq=zeros(1,np);

E=zeros(1,np);

q(1)=q0;

dq(1)=dq0;

ddq(1)=-w0c*q0;

for inc=2:np

q(inc)=q(inc-1)+dt*dq(inc-1)+1/2*dt*dt*ddq(inc-1);

ddq(inc)=-w0c*q(inc);

dq(inc)=dq(inc-1)+1/2*dt*(ddq(inc-1)+ddq(inc));

end

E=0.5*(dq.*dq+w0c*(q.^2));

plot(t,q)



5.2.2 On vait comparer six résultats différents ：

Pour la solution exacte Pour la solution d’EULER explicite

Pour la solution d’EULER implicite Pour la solution de RUNGE KUTTA

Pour la solution de NEWMARK
(β=0.25, γ=0.5) (β=0, γ=0.5)

On peut voir que la solution de NEWMARK (β=0,γ=0.5) est autant précis que la solution de
RUNGE KUTTA et la solution de NEWMARK (β=0.25,γ=0.5).



5.2.3 Pour dt=0.2s :
Pour la solution exacte

Pour la solution de NEWMARK
(β=0.25, γ=0.5) (β=0, γ=0.5)

On peut voir que la solution de NEWMARK (β=0, γ=0.5) est plus précis que la solution de
NEWMARK (β=0.25, γ=0.5) quand dt=0.2s.



Pour dt=0.5s :
Pour la solution exacte

Pour la solution de NEWMARK
(β=0.25, γ=0.5) (β=0, γ=0.5)

On peut voir que la solution de NEWMARK (β=0.25, γ=0.5) est plus précis que la solution de
NEWMARK (β=0, γ=0.5) quand dt=0.5s.



5.2.4
clear all;

w0=2*pi;

r=0.5;

y=0;

dt=(0:0.001:3);

np=size(dt,2);

m=zeros(1,np);

n=zeros(1,np);

l=zeros(1,np);

for inc=1:np

t=dt(inc);

B=[1+y*t*t*w0*w0 0;r*t*w0*w0 1];

C=[1-(0.5-y)*t*t*w0*w0 t;-(1-r)*t*w0*w0 1];

A=inv(B)*C;

[V D]=eig(A);

m(inc)=D(1,1);

n(inc)=D(2,2);

l(inc)=abs(m(inc));

end

m

n

l

Donc, les valeurs propres sont : m et n; la module est l.
les valeurs propres :



La module est :

On peut voir que 0.318s ct

Et on a
0

2*


 ct ; alors stc 999026.0  .


