Mécanique Numérique

Nicolas ChenChangyi SY1924107

Oscillateur conservatif linéaire a un degré de liberté

Question 1.1

La solution de I'’équation (1) satisfaisant aux conditions initiales (4) est
0 =cos(2*pix*t)

Les codes de MATLAB :

q = dsolve('D2g = - (2*pi)”2 * g',"'g(0) = 1',"'Dg(0) = 0");
Question 1.2
La quantité E* associée a cette solution exacte est:

E* = 2m?

On peut trouver que E* est indépendant de t

Les codes de MATLAB :

w0 = 2*sym(pi);

E etoile = simplify (0.5 * ((diff(g))"2 + (w0"2) * (g"2)));

Question 2.1
Montrez qu’en tenant compte des relations (1) et (5), le schéma d’EULER explicite conduit
a la relation (6) entre les quantités :

Ona:
C,Ij+1= C,“+At>< q,
dj+1 q; q;
Donc
gj+1 = q; + At X g;
gj+1 = q; + At X §;
Or
Gg+wiq=0
Alors
Gj+1=q4; — At X wiq;
Donc
qj+1 _ [ 1 At] q;
djs1 —Atxwé 1 q
Question 2.2

a) Méthode 1

Les codes de MATLAB :
clear all;

dtl = 0.01;



q0 =1;

dg0 = 0;

wlc = (2 * pi) ~ 2;
tl = (0 : dtl1 : TO)';

npl = size(tl,1);
ql = zeros(npl,1);
dgl = zeros(npl,1l):;

gl (1) = g0;

dgl(l) = dqgO0;

ddgl (1) = -wOc * gl(1);
for inc = 2 : npl

gl (inc) = gl(inc - 1) + dtl * dgl(inc - 1);
dgl (inc) = dgl(inc - 1) + dtl * ddgl(inc - 1);

ddgl (inc) = -wOc * gl (inc);
end;

plot(tl,gl, 'r+', 'linewidth', 3)

b) Méthode 2
Les codes de MATLAB :

clear all;

dtl = 0.1;
TO =3;

g0 =1;

dg0 = 0;

wlc = (2 * pi) ~ 2;
tl = (0 : dtl: TO)';
npl = size(tl,1);
q = [90;dq0];
gl = zeros(npl,1);
ql(l) = q0;
A = [1, dtl;-wOc * dtl1,11];
for inc =2 :npl
qg=A*aq;
gl (inc) = g(1);
dgl (inc) = g(2);
end;

plot(tl,gl, 'r+', 'linewidth',3);
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figure 1 La valeur de g fournies par Euler explicite (At=0.01s)
Question 2.3

Quand on change le pas de temps dt1 de 0.01 a 0.001, on peut trouver la divergence est
plus petit.
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figure 2 La valeur de g fournies par Euler explicite (At=0.01s)
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figure 3 La valeur de g fournies par Euler explicite (At=0.0015s)
Question 2.4

Pour méthode 1 par exemple, les codes de MATLAB :
E etoile = 0.5 * ((dgl).”2 + wOc * (gl."2));



plot (tl,E etoile, 'r+',"'linewidth', 3);

Et la comparaison de la quantité Ex est :
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figure 4 Les valeurs de Ex fournies par les deux solutions (At=0.01s)

On peut trouver que la quantité Ex augmente avec le temps, quand on change le pas de
temps dtl de 0.01 a 0.001, on peut trouver que la quantité Ex augmente plus lentement
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figure 5 La valeur de Ex fournies par Euler explicite (At=0.01s)

0 0.5 1 1.5 2 25 3

figure 6 La valeur de Ex fournies par Euler explicite (At=0.0015s)



Question 2.5

Pour calculer les valeurs propres de la matrice d’amplification en fonction du pas de temps
dtl,

Les codes de MATLAB :

clear all;

wlc = (2 * pi) ~ 2;

dtl sym('dtl', 'real');

A = [1, dtl;-wOc * dtl,1];

[z,d]l=eig(n); z ; d

Le caractere inconditionnellement instable du schéma d’EULER explicite est alors At > 2—7112

Question 3.1

a) Méthode 1

Les codes de MATLAB :
clear all;

dt2 = 0.01;

TO =3;

g0 =1;

dg0 = 0;

wOc = (2 * pi) ~ 2;
t2 = (0:dt2:T0)"';

np2 = size(t2,1);

g2 = zeros (np2,1);
dg2 = zeros (np2,1) ;
a2 (1) = q0;

dg2 (1) = dqg0;

for inc = 2 : np2

g2 (inc) = (g2 (inc-1) + dt2 * dg2(inc-1))/(1 + wOc * dt2 * dt2);
ddgc = -wOc * g2 (inc);

dg2 (inc) = dg2(inc-1) + dt2 * ddgc;

end

plot(t2,g2, 'g*', 'Linewidth', 3)

b) Méthode 2
Les codes de MATLAB :

clear all;

dt2 = 0.01;

TO0 =3;

g0 =1;

dg0 = 0;

wOc = (2 * pi) ~ 2;

t2 = (0:dt2:T0) "',



np2 = size(t2,1);

q = [90;dq0];

gq2b = zeros (np2,1);

dg2b = zeros(np2,1);

g2b (1) = g0;

dg2b (1) = dqgO0;

A= [1, dt2 ; -wOc * dt2 , 11;
A =27/ (1 + wOc * dt2 * dt2);
for inc = 2 : np2

qg=A*aq;

a2b (inc) = g(1);

da2b (inc) = g(2);

end;

plot(t2,g2b, 'g*', 'Linewidth', 3)
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figure 7 La valeur de g fournies par Euler implicite (At=0.01s)

Question 3.2

Les codes de MATLAB :
clear all;

t=+(0 :0.01 : 3);
plot(t,cos(2 * pi * t),'b-"',"'linewidth', 3);
hold on;

dtl = 0.01;

T0 =3;

g0 =1;

dg0 = 0;

wlc = (2 * pi) ~ 2;
tl = (0 : dtl : TO)';
npl = size(tl,1);

gl = zeros(npl,1);
dgl = zeros(npl,1l);
ql (1) = g0;

dgl(l) = dqg0;



ddgl (1) = -wOc * gl(1);

for inc = 2 : npl
gl (inc) = gl (inc - 1) + dtl * dgl(inc - 1);
dgl (inc) = dgl(inc - 1) + dtl * ddgl(inc - 1);
ddgl (inc) = -wOc * gl (inc);

end;

plot(tl,gl, "r+', 'linewidth',3);

hold on;

dt2 = 0.01;

TO =3;

g0 =1;

dg0 = 0;

wlc = (2 * pi) ~ 2;

t2 = (0:dt2:7T0)';

np2 = size(t2,1);

g2 = zeros(np2,1);

dg2 = zeros (np2,1) ;

g2 (1) = q0;

dg2 (1) = dqg0;

for inc = 2 : np2

g2 (inc) = (g2 (inc-1) + dt2 * dg2(inc-1))/(1 + wOc * dt2 * dt2);

ddgc = -wOc * g2 (inc);

dg2 (inc) = dg2(inc-1) + dt2 * ddgc;

end

plot(t2,92, 'g*', 'Linewidth', 3)

figure 8 Les valeurs de g fournies par les trois solutions (At=0.01s)



Question 3.3
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figure 9 La valeur de g fournies par Euler implicite (At=0.0015s)
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figure 10 La valeur de g fournies par Euler implicite (At=0.01s)

On peut trouver que le schéma d'intégration d’EULER implicite introduit un amortissement
numeérique.

Question 3.4

Pour méthode 1 par exemple, les codes de MATLAB :

E etoile = 0.5*(dg2 .* dg2 + wOc * (g2."72)) ;
plot (t2,E etoile,' g*','linewidth',3);

Et la comparaison de la quantité Ex est:
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figure 11 Les valeurs de Ex fournies par les trois solutions (At=0.015s)

On peut trouver que la quantité Ex diminue avec le temps, quand on change le pas de
temps dt2 de 0.01 a 0.001, on peut trouver que la quantité Ex diminue plus lentement
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figure 12 La valeur de Ex fournies par Euler implicite (At=0.01s)
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figure 13 La quantité Ex(dt2=0.001s)

Question 3.5
Pour calculer les valeurs propres de la matrice d’amplification en fonction du pas de temps
dt2, les codes de MATLAB :

clear all;



wlc = (2 * pi) ~ 2;

dtl = sym('dt2', 'real');
A = [1, dt2;-wOc * dt2,1]1;
[z,d]l=eig(A); z ; d

Le caractere inconditionnellement instable du schéma d’EULER explicite est alors At > 2—7112

Question 4.1
On a équation (1) :
§+wiq=0
On peut le transformer en :
G =-wiq
On prend
q(t)
t) =1.
y(©) a0
, q(t)
t)=|.
y(©) i (o)
Alorson a:
o~ _( 0 1
90 =Lz o)7®

C'est a dire que y(t) = f(y(t),t) avec f(y(t),t) = (_3/(% é)y(t)

Question 4.2

Les codes de MATLAB :

function [ dUc ] = cal f(Uc)
dUc = zeros(2,1) ;

dUc (1)= Uc(2);

dUc(2) = -((2 * pi) ~ 2) * Uc(l);
end
dte = 0.01;

t6 = (0:dt6:3)"';

np6 = size(t6,1);

gl =1 ;

dg0 =0 ;

g6 = zeros(npb6,1);

dg6 = zeros(npb6,1);

g6 (1) = g0;

dg6 (1) = dg0;

qj = [g0 ; dq0];

for inc = 2 : np6
tc = t6(inc-1);

xCc = gj;



kl = cal f(xc);
xc = qj + k1 * dteée / 2;
k2 = cal f(xc);
xc = qj + k2 * dtée / 2;
k3 = cal f(xc);
xc = gj + k3 * dté6;
k4 = cal f(xc);
dg = (k1 + 2 *k2 + 2 * k3 + k4) / 6;
gqj = gqj + dg * dté6;
g6 (inc) = gj(1);
dg6 (inc) = gj(2);
end

plot (t6,g6," y*', 'Linewidth', 3)
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figure 14 La valeur de q fournies par Runge Kutta (At=0.01s)

Question 4.3
En utilisant les codes des question 3.2 et 4.2 on a cette figure :

figure 15 Les valeurs de g fournies par les quatre solutions (At=0.01s)



On peut trouver que le schéma de RUNGE KUTTA est plus précis quand le pas du temps est
méme.

Question 4.4

Les codes de MATLAB :

E etoile = 0.5 * ((dg6)."2 + wOc * (g6."2));
plot (t6,E etoile, 'y*',"'linewidth', 3);

Et la comparaison de la quantité Ex est :
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figure 16 Les valeurs de Ex fournies par les quatre solutions (At=0.01s)

On peut trouver que la quantité Ex est invariant du temps.

Question 5.1.1

En utilisant les trois relations (13) , (14) et (15), on a:
Les codes de MATLAB :
clear all;

dt7 = 0.01;

gamma = 0.5;

beta = 0.25;

wlc = (2 * pi) ~ 2;
t7 = (0:dt7:3)"';
np7 = size(t7,1);
q7 = zeros(np7,1);
dg7 = zeros(np7,1);

energ’7 = zeros (np7,1);
g7(l) = 1;
dg7(1l) = 0;

ddg7c = -wOc;

for inc = 2 : np7

g7 (inc) = (g7 (inc-1) + dt7 * dg7(inc-1) + dt7 * dt7 * (0.5 - beta) *
ddg7c) / (1 + dt7 * dt7 * beta * wOc) ;



ddgc7 = -wOc * g7 (inc);

dg7 (inc) = dg7(inc-1) + (1 - gamma) * dt7 * (ddg7c + ddgc7);
ddg7c = ddqgc7;

end

plot(t7,97, 'm--"', 'linewidth', 3);
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figure 17 La valeur de g fournies par Newmark(y = 0.5, 8 = 0.25,At = 0.1s)

Question 5.1.2
En utilisant les codes des question 3.2, 4.2 et 5.1.1 on a cette figure :
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figure 18 Les valeurs de g fournies par les cing solutions (At=0.01s)
Question 5.1.3
Les codes de MATLAB :
E etoile = 0.5 * ((dg7)."2 + wOc * (g7.72));
plot (t7,E etoile, 'm--', 'linewidth',3);

Et la comparaison de la quantité Ex est:
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figure 19 Les valeurs de Ex fournies par les cing solutions (At=0.01s)

On peut trouver que la quantité Ex est invariant du temps comme Runge Kutta.

Question 5.1.3

Les codes de MATLAB :

clear all;

dt7 = 0.01;

gamma = 0.5;

beta = 0.25;

wOc = (2 * pi) ~ 2;

C=1[1-dt7 * dt7 * (0.5 - beta) * wOc , dt7 ; - (1 - gamma) * dt7 *
wOc , 11;

B= [1 + beta * dt7 * dt7 * wOc , 0 ; gamma * dt7 * wOc ,1];
A = inv(B) * C;

[z,d]=eig( (inv(B) ) * C);

re = real (d);
im = imag(d);
mo= abs (d) ;

Quand on change Atde0a 1, on peut trouver que le module des valeurs propres est toujours
égal a 1.

Question 5.2.1
Les codes de MATLAB :

dt8 = 0.01;
gamma = 0.5;
beta = 0;

wlc = (2 * pi) *~ 2;
£t8 = (0:dt8:3)"';
np8 = size(t8,1);
g8 = zeros (np8,1);
dg8 = zeros (np8,1);



energ8 =
as (1) =
dg8 (1) =
ddg8c =
for inc
g8 (inc)
ddg8c;
ddgc8 =
dg8 (inc)
ddg8c =
end

plot (t8,

zeros (np8,1);
1;
0;
-w0c;
= 2 : np8
= g8 (inc-1) + dt8 * dg8(inc-1) + dt8 * dt8 * (0.5 - beta) *

-wOc * g8 (inc);
= dg8(inc-1) + (1 - gamma) * dt8 * (ddg8c + ddqgc8);

ddgc8;

g8, 'k*', 'linewidth', 3);
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figure 20 La valeur de g fournies par Newmark (y = 0.5, = 0,At = 0.1s)

Question 5.2.2
En utilisant les codes des question 3.2, 4.2, 5.1.1 et 5.2.1 on a cette figure :

figure 21 Les valeurs de g fournies par les six solutions (At=0.015s)

On peut trouver que pour résoudre cette question, les deux méthodes de Newmark n’a pas

beaucoup de différence.



Question 5.2.3

On trouve le pas de temps critique par faire une étude des valeurs propres de la matrice
d’amplification.

Les codes de MATLAB :

clear all;

dt8 = 0.00;

gamma = 0.5;

beta = 0;

wlOc = (2 * pi) *~ 2;

C=1[1 - dt8 * dt8 * (0.5 - beta) * wOc , dt8 ; - (1 - gamma) * dt8 *

wOc , 11;
B= [1 + beta * dt8 * dt8 * wOc , 0 ; gamma * dt8 * wOc ,11];
A = inv(B) * C;

[z,d]=eig( (inv(B) ) * C);
re = real(d);
im = imag(d);

mo= abs (d);

Etude d'un oscillateur linéaire amorti a un degré de liberté

Question 1.1.a
On peut calculer que i—s = 0.0064s, donc on peut choisir At = 0.01s par exemple.
0

Les codes de MATLAB :
clear all;
dtl = 0.01;

T0 = 1;
epsilon = 0.02;
w0 = (2 * pi) / TO;
x0 = 0.01;
dx0 = 0;
tl = (0 : dtl : 10 * TO)';
npl = size(tl,1);
x1 = zeros(npl,1);
dxl = zeros(npl,1);
x1(1) = x0;
dx1 (1) = dx0;
ddx1(1l) = -2 * epsilon * wO * dx1(1) - wO * wO * x1(1);
for inc = 2 : npl
x1 (inc) = x1(inc - 1) + dtl * dxl(inc - 1);
dx1l(inc) = dxl(inc - 1) + dtl * ddxl(inc - 1);
ddx1 (inc) = -2 * epsilon * wO * dxl(inc) - wO * wO * x1(inc);
end;

plot(tl,x1, 'b-', 'linewidth',3);
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figure 22 La valeur de x fournies par Euler explicite (At=0.01s)

Question 1.1.b

Quand on change At = Z£ = 0.0064s dans les codes de MATLAB de lla,0na:
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figure 23 La valeur de x fournies par Euler explicite (At=0.0064s)

Question 1.1.c

Quand on change At = 0.8 X 22 = 0.00512s dans les codes de MATLAB de l1la,0ona:
g w
0

0.01 r
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figure 24 La valeur de x fournies par Euler explicite (At=0.00512s)



Question 1.1.d

Les criteres permettant d'étudier la précision de la solution sont la précision en période et en

amplitude. A partir

wo

Question 1.2

Le pas de temps critique At = i—g = 0.0064s.
0

Les codes de MATLAB :

clear all;

TO = 1;

epsilon = 0.02;

w0 = (2 * pi) / TO;

dt2 = (2 * epsilon) / wO;

x0 = 0.01;

dx0 = 0;

t2 = (0 dt2 10 * TO)';

np2 = size(t2,1);

x2 = zeros(np2,1);

dx2 = zeros (np2,1) ;

x2 (1) = x0;

dx2 (1) = dxO0;

for inc = 2 np2

x2 (inc) = ((1 + 2 * epsilon * w0 * dt2)
1))/ ((1 + 2 * epsilon * wO * dt2 )

dx2 (inc) = (-wO0 * w0 * dt2 * x2(inc-1)

epsilon * w0 * dt2 )
end

plot(t2,x2,'r*', 'Linewidth', 3)
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-z = 0.05 la solution calculée présente une précision suffisante.
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figure 25 La valeur de x fournies par Euler implicite (At=0.0064s)

Question 1.3.a
Les codes de MATLAB :



function [ dUc ] = cal £2(Uc)
TO = 1;

epsilon = 0.02;

w0 = (2 * pi) / TO;

dUc = zeros(2,1) ;

dUc(1l)= Uc(2);

dUc (2) = -(2 * epsilon * w0) * Uc(2) - wO * wO * Uc(l);
end

clear all;

TO = 1;

epsilon = 0.02;

w0 = (2 * pi) / TO;

h = 0.04;

dt3 = (2 * (2 ~ 0.5) * h) / wO0;
x0 = 0.01;

dx0 = 0;

t3 = (0 : dt3 : 100 * TO)';
np3 = size(t3,1);

x3 = zeros(np3,1);

dx3 = zeros(np3,1);

x3(1l) = x0;

dx3 (1) = dxO0;

xj = [x0 ; dx0];

for inc = 2 : np3

tc = t3(inc-1);
XC = XJ;
kl = cal f2(xc);
xc = xj + k1 * dt3 / 2;
k2 = cal f2(xc);
xc = xj + k2 * dt3 / 2;
k3 = cal f2(xc);
xc = xj + k3 * dt3;
k4 = cal f2(xc);
dx = (k1 + 2 * k2 + 2 * k3 + k4) / 6;
xj] = xj + dx * dt3;
x3 (inc) = xj(1);
dx3 (inc) = xj(2);
end

plot (t3,x3, 'm*', 'Linewidth', 3)
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figure 26 La valeur de x fournies par Runge Kutta (h=0.04)
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figure 27 La valeur de x fournies par Runge Kutta (h=0.96)
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figure 28 La valeur de x fournies par Runge Kutta (h=1.04)

On peut trouver que quand h<1, plus grand h, les résultats sont plus stables, mais moins
précis ; mais quand h>1, plus grand h, les résultats sont moins stables et moins précis.

Question 1.3.b
En utilisant la méthode de bissection, on peut déterminer le pas de temps critique est 0.5.



Etude d'un double pendule avec I'hypothése des petits

mouvements

Question 1.1
De I'équation (1), on a:

. Fy .
a(291 + 92) + 296, = Esmwt

. F,
a(91 + 92) + g0, = —_sinwt

V2m

En utilisant (2) et (3), on a :

0. 0y, 0
j+1 ]
1 0 —pAc® 0 0 0 g [l At A*(0.5-8) 0 0 0 16, 0
0 1 —yAt 0 0 0 |7 Jo 1 At1-y) 0 0 VI | P | D,
|2g 0 22 00 a [[%u_o o 0 0 0 o |y || mT
00 0 1 0 —pA? 92,.+1_|0 0 0 1 At Atz(O.S—ﬁ)|92j 8
00 0 0 1 -—yatlls 0 0 0 0 1 Aat-p) |lg.
00 a 0g a Il lo o 0 0 0 0 J..Z’ ismwtj“
02741 O2;  [W2m
1 0 —BAt2 0 0 0 ] 1 At At?(0.5—-8) 0 0 0
|0 1 —yAt 0 0 0 I 0 1 Atdl-y) 0 0 0
290 2a 00 a 0 0 0 0 0 0
=[B =
On prend | 0 0 0 1 0 —BA? Bl et 1y o 0 1 At At2(05-5) [c]
00 0 0 1 -—yAt lo 0 0 0 1 At(1-y) J
lo o « o0g a | 0 0 0 0 0 0

Alors la matrice d’amplification [4] = [B]7*[C]

On peut le calculer en utilisant Matlab, les codes de MATLAB :
clear all;

dtl sym('dtl', 'real');

a = 0.5;

g = 9.81;

beta= 0;

gamma= 0.5;
B=1[1, 0, -beta * dtl * dt1, 0, 0O, 0;
0, 1, -gamma * dtl1, 0, 0, O;
2 *g, 0, 2 *a, 0, 0, a;
0, 0, 0, 1, 0 , -beta * dtl * dtl;
o, 0, 0, 0, 1, -gamma * dtl;
0o, 0, a, 0, g, al;
c = [1, dtl1, dtl1 * dtl * (0.5 - beta), 0, 0, O;
, dtl * (1 - gamma), 0, 0, Oy
, 0, 0, 0, O;
0, 1, dtl, dtl * dtl * (0.5 - beta);
, 0, 0, 1, dtl * (1 - gamma);
0, 0, 0, 01;

4

Question 1.2



Les codes de MATLAB :
clear all;
for dtl =1
0.5;
g = 9.81;
beta= 0;

-0.001 : O

a =

gamma= 0.5;

B=1[1, 0, -beta * dtl1 * dti, 0, 0, O;
0, 1, -gamma * dtl1, 0, 0, 0;
2 *qg, 0, 2 *a, 0, 0, a;
o, 0, 0, 1, 0 , -beta * dtl * dtl;
0o, 0, 0, 0, 1, -gamma * dtl;
0o, 0, a, 0, g, al;
c = [1, dtl, dtl1 * dtl1 * (0.5 - beta), 0, 0, O;
0o, 1, dt1 * (1 - gamma), 0, 0, O;
o, o0, 0, 0, 0, O;
0o, 0, 0, 1, dtl, dtl * dtl * (0.5 - beta);
o, 0, 0, 0, 1, dt1 * (1 - gamma);
o, 0, 0, 0, 0, 01
A = inv(B) * C;
lamda = sym('lamda');
d = det(A - lamda * eye(6));
lamda = solve(d, lamda) ;
lamda = double (lamda) ;
if abs(lamda(l)) <= 1 && abs(lamda(2)) <= 1 && abs(lamda(3)) <= 1
&& abs(lamda (4)) <= 1 && abs(lamda(5)) <= 1 && abs(lamda(6)) <= 1
break
end

end

On peut trouver que le pas critique égal a 0.319s.

Question 1.3
Ona:
i .. Fy .
a(2910 + 920) +2g96,, = Esma)t
N N Fy .
a(BlO + 920) +96,, = msmwt
Doncona:
.. 1/F, . Fy, 1
61, = E(Esmwt ~ Bm sinwt — 296, + g920> == (—296,, + 96,,)
1/2F, . Fy . 1
20 = E(\/zmsmwt - Esmwt +2g6,, — 2g920> = E(delo - 2g920)

Question 1.4
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Les codes de MATLAB :

clear all;
dtl 0.02;
TO 8;
tl (0

size(

d

2;

0.5;
9.81;
beta= 0;

gamma= 0.5;
FO 20;
% 2 *
thetall
theta20
dthetall
dtheta20
ddthetall
ddtheta20 =
[thetal

g
glb
dglb
ddglb
g2b
da2b
ddg2b
glb (1)
dglb (1)
ddglb (1)
g2b (1)
dg2b (1)
ddg2b (1)
(1,
0, 1,
2 *

zZzeros

zero

zer

zZzeros

zero

zer
th
d

th
d

4

g, 0

-gamma * dtl,

tl
tl,

TO) ',
1);

-1.31519275;
-1.85996342;

(- 2 * g * thetal0 + g * theta20)
(2 * g * thetald - 2 *
0; dthetall; ddthetalO;
1)

1)
os (npl, 1);
1)
1)

1)

/ a;
* theta20) / a;
dtheta20;

g
theta20;
(npl,

s (npl,

(npl,
s (npl,
os (npl,
etall;
thetall;

ddthetalO;

etaz0;

theta20;

ddtheta20;

-beta * dtl * dtil,
0, 0, 0;
0, 0, a;
-beta * dtl * dtl;

0, 0, 0;
2 * a,
0
1,

4

4

-gamma * dtl;

1
I
I
|

|

611' 0
oy | g
glj s —sinwtj,
0, g
6,
J .
5 ——sinwt;
92]_ \/i j+1

ddtheta20];



O, O, a, O/ g, a];

C = [1, dtl, dtl * dtl =*
, dtl * (1 - gamma),

, 0, 0;

, 0, 0];

qlb (inc) = g(1);
dglb (inc) = g(2);
ddglb (inc) = g(3);
a2b (inc) = g(4);
dg2b (inc) = q(5);
ddg2b (inc) = g(6);

end;

0
0, 1, dtl, dtl * dtl *
, 0, 0, 1, dt1 *
0, O

* [0;
~ 0.5)

(0.5 = beta),
0, 0, 0;

0; FO * sin(w * tl(inc))/ m;

*m)];

plot(tl,glb, 'b-"', 'Linewidth', 3);

hold on;

plot(tl,g2b, 'r+', 'Linewidth', 3);

Question 1.6

0, 0;

(0.5 = beta);

(1 - gamma) ;

0.8
06
04r
02r
d
0.2

0.4

06

—theta
® theta2| |

0.8
0

1

3

7 8

0;

figure 29 La valeur de g fournies par Newmark explicite (At = 0.02s)
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188 . B
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q (0.5s) =
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Ona:
a[2(b1,, +06y,,)+ (85, + 86y, )| + 29 (65,,, + pac2ady )

a [(é{m + Aélm) + (é;},ﬂ + Aé2j+1)] +g (‘95,-+1 + ﬁAtzAézm)

0 .
= —sinwt;y,
m

\/_msmwt
Carona:
A6y, = BAL*AG,
Ay, = BAt*AG,
Ay, = yAtAG,
A0,,,, = YAtAD,
Doncona:
. FO ) N * 0) * *
[Za + 29 At a ] Gy, [n oot — 2004, — by, — 290,
2 . - F - .
a a+ gpAt A92j+1 Zomsinwt - a91]+1 - f192]+1 .992]+1
) 2 Aé 9* — sinwt def.
[ a+2gpAt a ] Ljs1 [—Za —a] 1j41 JH
Al =1 _ F
a a+ gBAt A92j+1 a a 92j+1 \/Eom sinwt g9§j+1
2a + ZgBAtZ a _ ~2a —aj _
On prend [ a+gﬂAt2] = [B] et [—a —a] = lc]

Alors la matrice d’ amplification [4] = [B]7Y[C]

Question 2.2

Les codes de MATLAB :
clear all;

dtl = (0 : 0.01 : 1)"';
npl = size(dtl, 1);

m= 2;

a = 0.5;

g = 9.81;

beta= 0.25;
gamma= 0.5;

FO = 20;

w =2 * pi;

for inc =1 : npl

B=([2 *a+ 2 * g * beta * dtl(inc) * dtl(inc), a;
a, a + g * beta * dtl(inc) * dtl(inc)];
C=[-2 * a, -a;

—ay, _a];



A = inv(B) * C;

[Z, lamdal] = eig(A);

lamdab (inc) = max(lamda(l), lamda(4));
end;

plot (dtl,lamdab, 'b-', 'Linewidth', 3);
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figure 30 La plus grande valeur propre de la matrice d’amplification

On peut trouver que la plus grande valeur propre de la matrice d’amplification augmente
quand le pas de temps augmente.

Question 2.3
Ona:
.. 1/F, . Fy, . 1
01, = E<%smwt - msmwt —296,,+ g920> = (—2g910 + 9920)
1/2F, . Fy . 1
20 = E(ﬁmsmwt - Esmwt +2g6,, — 2g920> = E(delo - 2g920)
Question 2.4
Ona:
0fj+1 = 0fj+1 + A91}'+1
0fj+1 = 0fj+1 + A91}'+1
0fj+1 = 0fj+1 + A91}'+1
9;j+1 = 9;j+1 + A92j+1
9;j+1 = 9;j+1 + A92j+1
9;j+1 = 9;j+1 + A92j+1
Donc

01, = 01,,, + BAL?AG,

05, =61, +vAthd;,,



6ikj+1 = 6ikj+1 + A91]’+1

* _nx* 2A0
92j+1 = 92j+1 + BAt A92j+1
9;“1 = 9;“1 + yAtA92j+1

62j+1 = 62j+1 + A62j+1

Question 2.5
Les codes de MATLAB :
clear all;
dt2

TO
t2

=0

0.5
9.8

.02;

’

1;

beta= 0.25;

gamma= 0.5;

FO

A

ddtheta20

q
gl

b

a,

20
2 *
[2

[-2

-a,
inv(B) * C;
thetall
theta20
dthetalld = -1.31519275;

dtheta20 = -1.85996342;

ddthetalld = (- 2 * g * thetal0 + g * theta20)

dglb

ddqlb

g2

b

dg2b

ddqg2b

= Zz

= Zz

alb (1)
dglb (1)
ddglb (1) = ddthetalO;
a2b (1)

pi;
*a + 2 * g * beta * dt2 * dt2, a;

a + g * beta * dt2 * dt2];

*a , -a;

-al;

0;
0;

eros (np2, 1);
zeros (np2, 1);
zeros (np2, 1);
eros (np2, 1);
zeros (np2, 1);
zeros (np2, 1);
= thetal0;

= dthetal0;

= theta20;

/ a;

(2 * g * thetald - 2 * g * theta20) / a;
[thetalO; dthetall; ddthetall; theta20; dtheta20;

ddtheta20];



dg2b (1) = dtheta20;
ddg2b (1) = ddtheta20;
deltatheta = zeros (2, 1);

for inc = 2 np2

g(l) = g(l) + dt2 * g(2) + dt2 * dt2 * (0.5 -beta) * g(3);

q(2) = q(2) + dt2 * (1 - gamma) * g(3);

a(3) = 0;

g(4) = g(4) + dt2 * g(5) + dt2 * dt2 * (0.5 -beta) * g(6);

g(5) = q(5) + dt2 * (1 - gamma) * g(6);

q(e) = 0;

while abs(a * (2 * g(3) + g(6)) + 2 * g * g(l) —((FO * sin(w *
t2(inc))) / m)) >= 0.01 || abs(a * (g(3) + q(6)) + g * q(4) - ((FO *
sin(w * t2(inc))) / ((2 ~ 0.5) * m))) >= 0.01

deltatheta = A * [g(3); g(6)] + (inv(B) * [(((FO * sin(w *

t2(inc))) / m) - 2 * g * g(1)); ((FO * sin(w * t2(inc))) / ((2 ~ 0.5)

*m) - g * q(4))]);
g =g + [beta * dt2 * dt2 * deltatheta(l); gamma * dt2 *
deltatheta(l); deltatheta(l);

beta * dt2 * dt2 * deltatheta(2); gamma * dt2 *
deltatheta (2); deltatheta(2)];

end

glb(inc) = g(1l);
dglb (inc) = g(2);
ddglb (inc) = g(3);
g2b (inc) = g(4);

dg2b (inc) = q(5);

ddg2b (inc) = g(6);
end
plot(t2,glb, 'b-", 'Linewidth', 3);
hold on;
plot (t2,g2b, 'r+', "Linewidth', 3);

Question 2.6
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figure 31 La valeur de g fournies par Newmark implicite (At = 0.02s)

10 _ 1-0.0262 _|=0.0520 _1922e—4
Onaq(0)= g an = |"gizrla@an = [Zose ass) = |25
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40) = |, 480 = |]y¢. 4280 = |71 4(055) = |0
Oscillateur non linéaire a un degré de liberté
Question 1.1

1 0 —pAL*||%+1 11 At At2(0.5—p)]|T
0 L =yAt 1441 = [o 1 At(1—y) l aj
—w§(1+qk,) 0 1 [lde2 lo o 0 qj
Quand y=0.5,=0 ona:
1 0 0 N%+ 11 ac 05482V
0 1 —0.5A¢t( (g1 = [o 1 O.SAtl qj
_w%(1+q12+1) 0 1 Gj+1 0 0 0 Gj

Question 1.2
Les codes de MATLAB :

clear all;

TO = 6;

a =0.1;

w0 = 2 * pi;
v0 = 2;

dtl = 0.02;
g0 = 2

dg0 = 0;



tl = (0 : dtl1 : TO)';
npl = size(tl,1);

gl = zeros(npl,1);
dgl = zeros(npl,1l):;

gl (1) = q0;
dgl(l) = dqg0;
ddgl0c = - w0 * wO* g0 * (1 + a * g0 * g0);
for inc = 2 : npl
gl (inc) = gl(inc - 1) + dtl * dgl(inc - 1) + dtl * dtl * 0.5 *
ddgOc ;
ddgc = - wO * wO * gl(inc) * (1 + a * gl(inc) * gl (inc)):;

dgl (inc) = dgl(inc - 1) + 0.5 * dtl * (ddgOc + ddgc);
ddgOc = ddqgc;
end

plot(tl,qgl, 'b-', 'Linewidth', 3)

Question 1.3
Quand At =0.02s,0on a:

WV VYUV
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figure 32 La valeur de g fournies par Newmark explicite (At = 0.02s)
Onaq(0)=2,qg(At) = 1.9779, g (2At) = 1.9123, q (Ty) = 1.0329.

Question 2.1
On cherche a minimiser |éjj+1 + wgqjﬂ(l + qf+1)| a chaque instant.

Question 2.2
‘7;+1 = ‘7;+1 + A51'1'+1
Avec

Gie1 + Dijr1 + 05 (qF4r + BAL2AG ;1) (1 + a(qfyy + BAE2AG}41) ) =0

Question 2.3
Les codes de MATLAB :



clear all;

TO = 6;

a =20.1;

w0 = 2 * pi;

v0 = 2;

dt2 = 0.02;

a0 = 2;

dg0 = 0;

t2 = (0 : dt2 : TO)';

np2 = size(t2,1);

g2 = zeros(np2,1);
dg2 = zeros(np2,1);
ddg2 = zeros(np2,1);

gz (1) = q0;

dg2 (1) = dg0;

ddg2(l) = - w0 * g0 * (1 + a * g0 * g0);
for inc = 2 : np2

g2b = g2(inc - 1) + dt2 * dg2(inc - 1) + 0.25 * dt2 * dt2 *
ddg2 (inc - 1);
dg2b = dg2(inc - 1) + 0.5 * dt2 * ddg2(inc - 1);
ddg2b = 0;
while abs(ddg2b + wO * wO * g2b * (1 + a * g2b * g2b)) >= 0.01
syms deltag2?;
eq = ddg2b + deltag2 + w0 * w0 * (g2b + 0.25 * dt2 * dt2 *
deltag2) * (1 + a * (g2b + 0.25 * dt2 * dt2 * deltag2) * (g2b + 0.25
* dt2 * dt2 * deltag?));
deltag2 = solve(eq,deltag?2);
deltag2 = double(deltaqg?);
g2b = g2b + 0.25 * dt2 * dt2 * deltag2(l);
dg2b = dg2b + 0.5 * dt2 * deltag2(l);
ddg2b = ddg2b + deltag2(1l);
end
g2 (inc) = g2b;
dg2 (inc) = dg2b;
ddg2 (inc) = ddg2b;
end

plot(t2,g2, 'r+', 'Linewidth', 3)

Question 2.4
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figure 33 La valeur de g fournies par Newmark implicite (At = 0.02s)

Onaq(0) =2, q (At) = 1.9873, q (2At) = 1.9404, q (T,) = 0.6922

Oscillateur non linéaire a un degré de liberté

Question 1.1.a
Ona

q\2
ij—ewo[l—(%) ]q+a)(2,q=0

On peut le transformer en :
du(1) =U(2)

2
dU(Z)::st[l—-<g£12> U(2) — w2U(1)
0

Question 1.1.b
Le vecteur d'état est :

q(t)
Uy =|.
w ‘q(t)
Question 1.2
D 1T 4 gae
qj+1 qj

Question 1.3

Les codes de MATLAB :

function [ dUc ] = cal f1(Uc)
epsilon = 4;

w0 = 2 * pi;

v0 = 2;

dUc = zeros(2,1) ;

dUc(1)= Uc(2);



dUc (2) = epsilon * w0 * (1 - ((Uc(l) / y0)~"2))
Uc(1);

end

clear all;
TO0O = 20;
epsilon = 4;

w0 = 2 * pi;

vy0 = 2;

dtl = 0.025;

g0 = 0.1;

dq0 = 0;

tl = (0 : dtl1 : TO)"';

npl = size(tl,1);
gl = zeros(npl,1);
dgl = zeros(npl,1);

ql (1) = q0;

dgl (1) = dqg0;

qj = [g0 ; dq0];
for inc = 2 : npl

tc = tl(inc-1);
gc = dj;
kl = cal fl(qc);
gc = gj + k1 * dtl / 2;
k2 = cal fl(gc);
gc = gj + k2 * dtl / 2;
k3 = cal fl(gc):;
gc = gqj + k3 * dtl;
k4 = cal fl(gc);
dx = (k1 + 2 * k2 + 2 * k3 + k4) / 6;
qj = gj + dx * dtl;
gl (inc) = gj(l);
dgl (inc) = gj(2);
end

plot(tl,gl, 'b-", 'Linewidth', 3)

Question 1.4
Quand € =4 et At =0.025s,0na:

* Uc(2)

- w0 * wO *
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figure 34 La valeur de g fournies par Runge Kutta (¢ = 4 et At = 0.025s)

Onaq(0) = 0.1, q (At) = 0.0985, q (2At) = 0.0922, q (5At) = -0.0115.

Question 2.1
Quand y=0.5,=0 ona:
1 0 0
0 1 —0.5At | 944 [1 At 0.5At?]|4;
2 . — .
q, =10 1 0.5At ,
w§ —ewy |1 - (Ll> 1 i 0 0 0 u
Yo dj+1 q;

Avec cette matrice on peut trouver aussi que :

.2
%o [1 B (qilzl) ] (qf + O'SAt)qj - “’(Z)Qj+1

(1 — 0.5ew,At [1 _ (%)ZD

Gj+1 =

Question 2.2

Les codes de MATLAB :
clear all;

TO = 20;

epsilon = 4;

w0 = 2 * pi;

yo = 2;

dt2 = 0.025;
gl = 0.1;
dg0 = 0;

t2 = (0 : dt2 : TO)';

np2 = size(t2,1);

g2 = zeros (np2,1);

dg2 = zeros(np2,1);

g2 (1) = q0;

dg2 (1) = dqg0;

ddgOc = epsilon * wO * (1 - ((g0 / y0)"2)) * dg0 - wO * w0 * gO;

for inc = 2 : np2



g2 (inc) = g2(inc - 1) + dt2 * dg2(inc - 1) + dt2 * dt2 * 0.5
ddgOc ;

ddgc = (epsilon * w0 * (1 - ((g2(inc-1) / y0)"2)) * (dg2(inc - 1)
dt2 * 0.5 * ddgOc) - wO * wO * g2(inc - 1)) / (1 - 0.5 * dt2 *

epsilon * wO * (1 - ((g2(inc-1) / y0)"2)));

dg2 (inc) = dg2(inc - 1) + 0.5 * dt2 * (ddgOc + ddgc);
ddgOc = ddgc;

end

plot(t2,g2, 'r+', 'Linewidth', 3)

Question 2.2
Quand € =4 et At =0.025s,0n a:
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figure 35 La valeur de g fournies par Newmark explicite (¢ = 4 et At = 0.025s)

Onaq(0)= 0.1, q (At) = 0.0988, q (2At) = 0.0928, q (5At) = -0.0179.

Question 3.1.1
Quand &€ = 0.1 et At = 0.01s, en utilisant Runge Kutta on a :

/
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figure 36 La valeur de g fournies par Runge Kutta (¢ = 0.1 et At = 0.01s)

Quand &€ = 0.1 et At = 0.02s, en utilisant Runge Kutta on a :

+



S s

figure 37 La valeur de g fournies par Newmark explicite (¢ = 0.1 et At = 0.02s)

Question 3.1.2
Pour ce cas de calcul, on peut trouver que la convergence de Runge Kutta est mieux que
Newmark explicite.

Question 3.1.3

Les graphes des (t,q) est dans la question 3.1.1, les graphes des (q, Wi) est :
0

-15

figure 38 q,Wi fournies par Runge Kutta (e=0.1 et At=0.015s)
0



figure 39 q,wi fournies par Newmark explicite (¢=0.1 et At=0.01s)
0

Question 3.2.1
Quand &€ =5 et At = 0.01s, en utilisant Runge Kutta on a :

/
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figure 40 La valeur de g fournies par Runge Kutta (e =5 et At = 0.01s)

Quand & =5 et At = 0.02s, en utilisant Runge Kutta on a :

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

figure 41 La valeur de g fournies par Newmark explicite (¢ = 5 et At = 0.02s)

Question 3.2.2



Pour Newmark explicite non, parce qu’il y a différence entre la solution correcte et la solution
qu’on calculé.

Question 3.2.3
Pour Newmark explicite, on peut trouver que le pas de temps doit étre At = 0.001s.

Question 3.2.4

;
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figure 42 La valeur de g fournies par Runge Kutta (e =5 et At = 0.001s)
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figure 44 La valeur de g fournies par Newmark explicite (¢ = 5 et At = 0.001s)
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figure 45 q.Wi fournies par Newmark explicite (=5 et At=0.0015s)
0



