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Étude d’un oscillateur linéaire amorti `a un degré de liberté 

 

1.1 Avec un schéma d’EULER explicite :  

L’initialisation et la solution exacte :  

 

Quand on choisit ∆t = 1.5dt >
2𝜀

𝜔0
 , alors la solution diverge et augmente :  

 
 

Quand on choisit∆t = dt =
2𝜀

𝜔0
 , alors la solution est sinusoïdale.  

 



Quand on choisit∆t = 0.8dt >
2𝜀

𝜔0
 , la solution diverge et décrois, mais plus grande que la 

solution exacte :  

 
 

1.1 d) Les critères permettant d’étudier la précision de la solution : 

A = [
1 ∆𝑡

−𝜔0
2∆𝑡 1 − 2ε𝜔0∆𝑡

] 

𝑠𝑜𝑖𝑡 det(λI − A) = 0 

On peut déduire que :   λ = 1 − ε𝜔0∆𝑡 ± 𝑖𝜔0∆𝑡√1 − 𝜀2 

La condition d’être stable est :    |𝜆| < 1 

d’où  ∆t <
2𝜀

𝜔0
 

Quand 
∆𝑡
2𝜀

𝜔0

≤ 0.05, la solution calculée présente-t-elle une précision suffisante. 

 

 
 

 

 

 



1.2 Avec un schéma d’EULER implicite :  

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 + ∆𝑡𝑥̇𝑛+1 

𝑥̇𝑛+1 = 𝑥̇𝑛 + ∆𝑡 × 𝑥̈𝑛+1 = 𝑥̇𝑛 + ∆𝑡(−2𝜀𝜔0𝑥̇𝑛+1 − 𝜔0
2𝑥𝑛+1) 

𝑥̈𝑛 = −2𝜀𝜔0𝑥̇𝑛 − 𝜔0
2𝑥𝑛 

−∆t𝑥̇𝑛+1 + 𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 

(1 + 2𝜀𝜔0∆𝑡)𝑥̇𝑛+1 + 𝜔0
2∆𝑡𝑥𝑛+1 = 𝑥̇𝑛 

𝑢𝑛 = [
𝑥𝑛

𝑥̇𝑛
] 

[
1 −∆𝑡

𝜔0
2∆𝑡 1 + 2𝜀𝜔0∆𝑡

] 𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 

 
 

1.3 On évalue numériquement la solution de l’équation sur l’intervalle de temps [ 0 100T0 ] 

avec un schéma de RUNGE KUTTA :  

1.3 a) Calculer la solution obtenue pour les trois valeurs suivantes du coefficient h : 

h = 0.04  h = 0.96  h = 1.04 

  

 
 

 

 



 

 

 
Donc on a déduit deux résultat stables pour h=0.04 et h=0.96, et un instable pour h=1.04. Et 

le résultat est plus précis quand on fait h=0.96.  

 on voit que hc est dans l’interval 

(1.013,1.014), donc on a 0.4560 < ∆𝑡𝑥 < 0.4565 



Étude d’un double pendule avec l’hypothèse des petits mouvements 

 

1. Avec un schéma de NEWMARK explicite 

1.1)La matrice d’amplification. 

q𝑛+1 = 𝑞𝑛 + ∆𝑡𝑞𝑛̇ + ∆𝑡2(0.5 − 𝛽)𝑞𝑛̈ + ∆𝑡2𝛽𝑞𝑛+1̈  

𝑞𝑛+1̇ = 𝑞𝑛̇ + ∆𝑡(1 − 𝛾)𝑞𝑛̈ + ∆𝑡𝛾𝑞𝑛+1̈  

𝑞𝑛+1̈ = −𝜔0
2𝑞𝑛+1 

 Donc  

[
1 0 −𝛽∆𝑡2

0 1 −𝛾∆𝑡

𝜔0
2 0 1

] [

𝑞𝑛+1

𝑞𝑛+1̇
𝑞𝑛+1̈

] = [
1 ∆𝑡 ∆𝑡2(0.5 − 𝛽)

0 1 ∆𝑡(1 − 𝛾)
0 0 0

] [

𝑞𝑛

𝑞𝑛̇

𝑞𝑛̈

] 

𝑞𝑛+1̈ = −𝜔0
2𝑞𝑛+1 

𝑞𝑛̈ = −𝜔0
2𝑞𝑛 

 On a 

[
1 + 𝛽∆𝑡2𝜔0

2 0

𝛾∆𝑡𝜔0
2 1

] [
𝑞𝑛+1

𝑞𝑛+1̇
] = [

1 − ∆𝑡2(0.5 − 𝛽)𝜔0
2 ∆𝑡

(𝛾 − 1)∆𝑡𝜔0
2 1

] [
𝑞𝑛

𝑞𝑛̇
] 

𝐵 [
𝑞𝑛+1

𝑞𝑛+1̇
] = 𝐶 [

𝑞𝑛

𝑞𝑛̇
] 

 Donc 

[
𝑞𝑛+1

𝑞𝑛+1̇
] = (𝐵−1 × 𝐶) [

𝑞𝑛

𝑞𝑛̇
] 

 matrice d’amplification :  

 A = (𝐵−1 × 𝐶) = [
1 −

𝜔0
2∆𝑡2

2(1+𝛽∆𝑡2𝜔0
2)

∆𝑡

1+𝛽∆𝑡2𝜔0
2

−𝜔0
2∆𝑡[1 −

𝛾𝜔0
2∆𝑡2

2(1+𝛽∆𝑡2𝜔0
2)
] 1 −

𝛾𝜔0
2∆𝑡2

2(1+𝛽∆𝑡2𝜔0
2)

] 

 Car β = 0, γ = 0.5 :  

A =

[
 
 
 1 −

𝜔0
2∆𝑡2

2
∆𝑡

−𝜔0
2∆𝑡[1 −

0.5𝜔0
2∆𝑡2

2
] 1 −

0.5𝜔0
2∆𝑡2

2 ]
 
 
 

 

1.2) A partir de cette matrice d’amplification, le pas de temps critique. 

det[A − λ𝐼] = 0 

𝜆2 − 𝜆[2 − (𝜔0
2∆𝑡2)2] + 1 = 0 

 On souhaite que ∆≤ 0 

 Donc ∆𝑡2 ≤
4

𝜔0
2 = 0.1 

1.3) La relation entre 𝑞0, 𝑞0̇ 𝑒𝑡 𝑞0̈ : 

𝑞̈ + 𝜔0
2𝑞 = 0 

q(0) = 𝑞0, 𝑞̇(0) = 𝑞0̇ 

 donc  

𝑞0̈ + 𝜔0
2𝑞0 = 0 

 

 



Oscillateur non linéaire à un degré de liberté 

1. Résolution avec un schéma de NEWMARK explicite 

1.1On a 

qj+1 = 𝑞𝑗 + ∆𝑡𝑞𝑗̇ + ∆𝑡2(0.5 − 𝛽)𝑞𝑗̈ + ∆𝑡2𝛽𝑞𝑗+1̈  

𝑞𝑗+1̇ = 𝑞𝑗̇ + ∆𝑡(1 − 𝛾)𝑞𝑗̈ + ∆𝑡𝛾𝑞𝑗+1̈  

𝑞𝑗+1̈ = −𝜔0
2𝑞𝑗+1 

Donc  

[
1 0 −𝛽∆𝑡2

0 1 −𝛾∆𝑡

𝜔0
2 0 1

] [

𝑞𝑗+1

𝑞𝑗+1̇

𝑞𝑗+1̈
] = [

1 ∆𝑡 ∆𝑡2(0.5 − 𝛽)

0 1 ∆𝑡(1 − 𝛾)
0 0 0

] [

𝑞𝑗

𝑞𝑗̇

𝑞𝑗̈

] 

 Et  

𝑞𝑗+1̈ = −𝜔0
2𝑞𝑗+1 

𝑞𝑗̈ = −𝜔0
2𝑞𝑗 

[
1 + 𝛽∆𝑡2𝜔0

2 0

𝛾∆𝑡𝜔0
2 1

] [
𝑞𝑗+1

𝑞𝑗+1̇
] = [

1 − ∆𝑡2(0.5 − 𝛽)𝜔0
2 ∆𝑡

(𝛾 − 1)∆𝑡𝜔0
2 1

] [
𝑞𝑗

𝑞𝑗̇
] 

𝐵 [
𝑞𝑗+1

𝑞𝑗+1̇
] = 𝐶 [

𝑞𝑗

𝑞𝑗̇
] 

 Donc 

[
𝑞𝑗+1

𝑞𝑗+1̇
] = (𝐵−1 × 𝐶) [

𝑞𝑗

𝑞𝑗̇
] 

 Matrice d’amplification :  

A = (𝐵−1 × 𝐶) =

[
 
 
 
 1 −

𝜔0
2∆𝑡2

2(1 + 𝛽∆𝑡2𝜔0
2)

∆𝑡

1 + 𝛽∆𝑡2𝜔0
2

−𝜔0
2∆𝑡[1 −

𝛾𝜔0
2∆𝑡2

2(1 + 𝛽∆𝑡2𝜔0
2)

] 1 −
𝛾𝜔0

2∆𝑡2

2(1 + 𝛽∆𝑡2𝜔0
2)]

 
 
 
 

 

 Car β = 0, γ = 0.5 

 On a  

A =

[
 
 
 1 −

𝜔0
2∆𝑡2

2
∆𝑡

−𝜔0
2∆𝑡[1 −

0.5𝜔0
2∆𝑡2

2
] 1 −

0.5𝜔0
2∆𝑡2

2 ]
 
 
 

 

1.2 La résolution de l’équation différentielle (2) avec un schéma de NEWMARK explicite : 

 



 

1.3 On choisit ∆t = 0.02 s. Les valeurs numériques de q(t) pour les valeurs de t égales à 0s , 

∆t , 2∆t et 𝑇0 est  

q𝑡=0 =2 

q𝑡=∆𝑡 = 1.9842 

q𝑡=2∆𝑡 = 1.9371 

q𝑡=𝑇0
= 3.5927 

 

2 Avec un schéma de NEWMARK implicite 

2.1 Il faut minimiser la correction entre la valeur exact et la valeur estimée. 

2.2 Calculer la correction : 

f(𝑞̈𝑗+1
′ + ∆𝑞𝑗+1̈ , 𝑞𝑗+1

′ + ∆𝑞𝑗+1) = 0 

𝑞̈𝑗+1
′ + ∆𝑞𝑗+1̈ + 𝜔0

2(𝑞𝑗+1
′ + ∆𝑞𝑗+1) (1 + a(𝑞𝑗+1

′ + ∆𝑞𝑗+1)
2
) = 0 

f(𝑞̈𝑗+1
′ + ∆𝑞𝑗+1̈ , 𝑞𝑗+1

′ + ∆𝑞𝑗+1) = 0 = 𝑓(𝑞̈𝑗+1
′ , 𝑞𝑗+1

′ ) +
𝜕𝑓

𝜕𝑞𝑗+1
′ ∆𝑞𝑗+1 +

𝜕𝑓

𝜕𝑞̈𝑗+1
′ ∆𝑞𝑗+1̈  

avec ∆𝑞𝑗+1 = 𝛽∆𝑡2∆𝑞𝑗+1̈  

 on déduit que :  

∆𝑞𝑗+1̈ = −
𝑓(𝑞̈𝑗+1

′ , 𝑞̇𝑗+1
′ , 𝑞𝑗+1

′ )

𝜕𝑓
𝜕𝑞̈𝑗+1

′ + 0.25
𝜕𝑓

𝜕𝑞𝑗+1
′ ∆𝑡2

 

2.3 On a 𝑞̈𝑗+1
0 = 0 

𝑞̇𝑗+1
0 = 𝑞̇𝑗 + 0.5∆𝑡𝑞̈𝑗 

𝑞𝑗+1
0 = 𝑞𝑗 + ∆𝑡𝑞̇𝑗 + 0.25∆𝑡2𝑞̈𝑗 

  


