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Retrouver I’éguation du mouvement du pend-
ule simple avec les equations de Lagrange

clear all
A=i ntead(' i mage_20200312161245.)pg');
i mshow( A)
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Oscillateur conservatif lineéire a un degre de
liberté

1.1

Déterminez la solution de I’ équation (1) satisfaisant aux conditions initiales (4) et programmez cette so-
lution. Cette solution servira de référence pour comparer les solutions obtenues a I’ aide des différents
schémas d’intégration.

clear all

clf;

w0=2*pi ;

synms q t pi;

b=' D2g=- (2*pi ) "2*q" ;

g=si mpl i fy(dsol ve(b," q(0)=1","' Dg(0)=0"))

% sol ution anal ytique de |'equation(1l)




1.2

q:

cos(2*pi *t)

dqg = sinplify(diff(q,t));

E =1/2*(dg”2+(2*pi ) "2*g"2);

Eq=si mpl i fy(E)

% a quantité E* associ ée a cette solution exacte

Eq =

2% pi A2




2.1

2.2

B=i nr ead(' i mage_20200312B. ] pg');
i mshow( B)
%la matrice anplification
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clf;

% Eul er explicite
T0=3; n=300; dt =TO/ n;

t =0: dt: TO; g0=1; dq0=0;
A=[1,dt; -won2*dt, 1];
U(:,1)=[q0; dqo] ;

for j=1l:length(t)

(s, j+1)= AU, ),
end
U(:,length(t)+1)=[];
plot(t,U(1,:))




2.3
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tester differents pas de temps

clf;

subpl ot (2, 2,1)

plot(t,U(1,:))

hol d on;

ezplot(q,[0, TO, -2, 2])

| egend(' Eul er explicite n=300","' Sol uti on exacte')

n1=1000;

dt 1=T0/ n1;t 1=0: dt 1: TO;

U1(:, 1) =[q0; dqO] ;

Al=[1,dt1; -wor2*dtl, 1];

for j=1:length(t1l)
Ul(:,j+1)= AL*UL(:,]j);

end

Ul(:,length(tl)+1)=[];

subpl ot (2, 2, 2)

plot(tl,U1l(1,:))

hol d on;

ezplot(q,[0, TO, -2, 2])

| egend(' Eul er explicite n=1000"," Sol uti on exacte')

n2=2000;
dt 2=T0/ n2; t 2=0: dt 2: TO;

25




u2(:,1)=[q0; dqo0] ;

A2=[1,dt2; -wo"2*dt2,1];

for j=1:1ength(t2)
U2(:,j+1)= A2*U2(:

end

U2(:,length(t2)+1)=[];

subpl ot (2, 2, 3)

plot(t2,U2(1,:))

hol d on;

ezplot(q,[0, TO,-2,2])

1)

| egend(' Eul er explicite n=2000

n3=3000;
dt 3=T0/ n3; t 3=0: dt 3: TO;
U3(:,1)=[q0; dqo] ;
A3=[ 1, dt 3;
for j=1:1ength(t3)
U3(:,j +1)= A3*U3(:
end
U3(:,length(t3)+1)=[];
subpl ot (2, 2, 4)
plot(t3,U3(1,:))
hol d on;
ezplot(q,[0, TO, -2, 2])

-W0N2*dt 3, 1] ;

IDE

| egend(' Eul er explicite n=3000

cos(2 t )

, " Solution exacte')

, " Solution exacte')

005(2 t)
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2.4

2.5

Laquantité E* associée au schéma d'EULER explicite

for j=1:1length(t)
. Eexpl (j)=1/2*(U(2,])*U(2,]) +4*pi *pi *U(1,])*U(1,]));
en

clf;
pl ot (t, Eexpl)
| egend(' E*explicite')

% On peut voir que E*explicite est plus grande que celle calcul ée a
partir

% de |a solution exacte. Et elle n'"est pas une constante.

% Lorsque | e dt devient plus petit, ce résultat devient plus prés avec
E*

% cal cul ée a partir de la solution exacte

65 T T T T T

E*explicite

60 -

50 -

45 |-

3 b

a0+ - .

25 i

15

val =ei g( A)

val 1=ei g( Al)

val 2=ei g( A2)

val 3=ei g( A3)

% On voit que le schema d' Euler explicite est toujours instable dans
ce

% cas.




3.1

val

1. 0000 + 0.0628i
1. 0000 - 0.0628i

val 1l =

[

. 0000 + 0.0188i
1. 0000 - 0.0188i

val 2

[

. 0000 + 0.0094i
1. 0000 - 0.0094i

val 3

[

. 0000 + 0.0063i
1. 0000 - 0.0063i

EUIER implicite

n=300; dt =TO/ n;

t=0: dt: TO;

B=[ 1, -dt; w0"2*dt, 1]; B=i nv(B);

Uin(:, 1)=[q0;dq0];

for j=1:length(t)
Un(:,j+1)= B*UN:,j);

end

un(:,length(t)+1)=[];

plot(t,Unm1,:))

hol d on;

ezplot(q,[0, TO,-2,2])

| egend(' Euler inplicite n=300","' Sol uti on exacte')




3.2

cos(2 t «)

2 T T T T T
Euler implicite nzaoo‘
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clf;
% on prend dt=0.01s
plot(t,U1,:))
hol d on;
plot(t,Um1,:))
hol d on;

ezplot(q,[0,TO,-2,2])
| egend(' Eul er explicite','Euler

inmplicite',' Solution exacte')




3.3

2 T T T T T
Euler explicite
Euler implicite
Solution exacle
1.5

0 0.5 1 15

clf;

% En testant différents pas de tenps, on peut voir que |le schéma

%d intégration d EULER inplicite introduit
et

% plus e pas de tenps dt est petit, plus I’

oscill ations
% est faible.

plot(t,Um1,:))
hol d on;

n1=1000;
dti ml=TO/ nl;ti ml=0:dti ni: TO;
U mi(:,1)=[q0;dq0];
Bl=[1, -dtiml; wo"2*dtimil, 1]; Bl=i nv(B1);
for j=1:length(timl)
Uml(:,j+1)= B1*U ml(:,j);
end
U ml(:,length(tl)+1)=[];

plot(timl, Uinl(1,:))
hol d on;

n2=2000;
dti n2=T0/ n2; ti n2=0: dti n2: TO;
U n2(:,1)=[q0; dqO0];

un anorti ssenent

att énuati on des

nuneéri que
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B2=[ 1, -dti m2; wo"2*dti nR, 1]; B2=i nv(B2);
for j=1:1ength(t2)
Unm(:,j+1)= B2*U nm2(:,j);
end
U n2(:,length(tinR)+1)=[1;

plot(tinm2, Uin2(1,:))
hol d on;

n3=3000;
dti m8=TO/ n3; ti nB=0: dti nB: TO;
Ui nB(:,1)=[q0;dq0];
B3=[1, -dti nmB; wo"2*dti n8, 1]; B3=i nv(B3);
for j=1:1ength(t3)
UnB(:,j+1)= B3*U nmB(:,j);
end
U nB(:,length(tinB)+1)=[1;

plot(tinB, U nd(1,:))

hol d on;

ezplot(q,[0, TO, -2, 2])

| egend(' Euler inplicite n=300","' Euler inplicite n=1000", " Eul er
implicite n=2000","' Euler inplicite n=3000"," Sol uti on exacte')

cos(2 t x)
2 T T T T T
Euler implicite n=300
Euler implicite n=1000
L Euler implicite n=2000 i
15 Euler implicite n=3000
Solution exacte
1
05
oF
A
0.5
A+
1.5 1
2 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

clf;
% La quantité E* associ ée au schéma d' EULER inplicite
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3.5

for j=1l:length(t)
Binp(j)=1/2*(Unm(2,j)*Uin2j)+4*pi*pi*Un(l,j)*Un(lj));

end

pl ot (t, Eexpl)

hol d on;

pl ot (t, Ei nmp)

hol d on;

Eexa(1l: 1 ength(t)) =Eq;

pl ot (t, Eexa)

| egend(' E*explicite ,"E*inplicite ,' E*fexacte")

70 T T T T T

E*explicite
E*implicite
E*exacte

40 | _—
30 - _— s

20 =" -

val i mrei g( B)

val i mL=ei g( B1)

val i m2=ei g( B2)

val i m8=ei g( B3)

% On voit que le schema d Euler inplicite est toujours stable dans ce
cas.

valim=
0.9961 + 0. 0626

0.9961 - 0.0626i

valiml =

12



4.1

4.2

0.9996 + 0
0.9996 - 0.
valim =
0.9999 + 0
0.9999 - 0.
valinmB =
1.0000 + O
1.0000 - O.

4.1 Transformez I'equation du mouvement (1) afin d’ obtenir une formulation adaptée aux schémas du

premier ordre.

clf;

. 0188i

0188i

. 0094

0094

. 0063i

0063i

B=i nr ead(' i mage_20200313C. j pg');

i mshow( B)

schemade RUNGE KUTTA

n=300; dt =TO/ n;
t =0: dt: TO;

C:[ Ol 11 _V\OAZI O] ;

13



4.3

Urk(:,1)=[q0;dq0];

for j=1l:length(t)
k1=C*Urk(:,j);
k2=C*(Urk(:,j)+1/2*k1*dt);
k3=C*(Urk(:,])+1/2*k2*dt);
k4=C*(Urk(:,]j)+k3*dt);
Uk(:,j+1)= Uk(:,j)+1/6*dt*(kl+2*k2+2*k3+k4);

end

Uk(:,length(t)+1)=[];

plot(t,Uk(1,:))

| egend(’ Runge- Kutta n=300")
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4.3 Comparez les valeurs de la solution q(t) obtenues avec un schema de RUNGE KUTTA avec celles
calculees precedemment (solution exacte, schema d EULER explicite et schema d’ EULER implicite).

clf;

plot(t,Uk(1,:))

hol d on;

plot(t,U(1,:))

hol d on;

plot(t,U m1,:))

hol d on;

ezplot(q,[0, TO,-2,2])

| egend(' RUNGE KUTTA' ,' Euler explicite',"Euler inplicite',' Solution
exacte')

% On peut conclure que les valeurs de la solution g(t) obtenues avec
un

% schema de RUNGE KUTTA sont beaucoup plus m eux que celles avec |es
autres

% schénas

14



cos(2t«)
T

RUNGE KUTTA
Euler explicite
Euler implicite

15 . Solution exacte ||

Laquantité E* associée au schéma de RUNGE KUTTA

clf;
for j=1:1ength(t)
Erk(j)=1/2*(Uk(2,j)*Uk(2,j)+4*pi*pi *Urk(1,j)*Urk(1,j));
end
pl ot (t, Erk)
hol d on;
pl ot (t, Eexpl)
hol d on;
pl ot (t, Ei mp)
hol d on;
pl ot (t, Eexa)
| egend(' E*Runge Kutta',' E*explicite' ,"Efinplicite',' E*exacte')
% On peut voir que avec ce schémm, il n'y a pas d' atténuation et il
% converge vers la quantité E* de |a solution exacte

15



5.1

5.1.1

70
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20—

E'Runge Kutta
E*explicits
Etimplicite
E’exacte

2 25

Résolution avec un schéma de NEWMARK gama= 0.5 beta=0.25

clf;

n=300; dt =TO/ n;

t =0: dt: TO;

gamal=0. 5; bet a1=0. 25;

Bnewnl=[ 1+bet al*dt *dt *w0*w0, 0; gamal*dt *w0*wo, 1] ;
Cnewrtl=[ 1- (0. 5- bet a1) *dt *dt *w0* w0, dt ;

% La matrice d anplification
Anewrl =i nv( Bnewrl) * Cnewrl;
Unewrl(:, 1) =[ q0; dqO0] ;

for j=1:1length(t)

Unewni(:,j +1) =Anewrl* Unewrl(:,j);

end

Unewntd(:,length(t)+1)=[];

pl ot (t, Unewnl(1,:))

| egend(’ Newmar k1')

- (1- gamal) *dt *w0*wo, 1] ;

16
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5.1.2

5.1.2 Comparez les cing solutions (solution exacte, EULER explicite, EULER implicite, RUNGE KUTTA
et NEWMARK lamda = 0.5 beta= 0.25) sur I'intervalle de temps [0, TQ].

clf;

pl ot (t, Unewntl(1,:))

hol d on;

plot(t,Uk(1,:))

hol d on;

plot(t,U(1,:))

hol d on;

plot(t,U m1,:))

hol d on;

ezplot(q,[0, TO,-2,2])

| egend(' Newmar k1' ,' RUNGE KUTTA',"' Eul er explicite',"'Euler
implicite',' Solution exacte')
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T

Newmark1
RUNGE KUTTA
Euler explicite

15 Euler implicite |
Solution exacte

05

5.1.3

Laquantité E* associée au NEWMARK gama = 0.5 beta=0.25
for j=1:1ength(t)

Enewrl(j) =1/ 2* (Unewrl(2, ) *Unewnil(2, ) +4*pi *pi *Unewrl(1,j)*Unewrl(1,j));
end
clf;
pl ot (t, Enewnl)
hol d on;
pl ot (t, Erk)
hol d on;
pl ot (t, Eexpl)
hol d on;
pl ot (t, Ei mp)
hol d on;
pl ot (t, Eexa)
| egend(' E* Newmar k1', " E*Runge
Kutta',' E*explicite' ,'E*inplicite',' E*exacte')
% On peut voire que avec | e schema de NEWVARK gama=0.5 beta=0.25, il
n'y a
% pas d'atténuation et il converge vers la quantité E* de la solution
% exacte come | e schena de RUNGE KUTTA.

18
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5.1.4

5.1.4 Calculez les valeurs propres de la matrice d’amplification pour des valeurs de dt comprises entre
Oset1s.

dt 514=0: 0. 01: 1;
for j=1:1ength(dt514)

Bnewnb14{ 1, j }=[ 1+bet al*dt 514(j ) *dt 514(j ) *wO*w0, O; gamal*dt 514(j ) *wO*w0, 1] ;
Cnewnb14{1,j}=[1-(0.5-betal)*dt514(j)*dt514(j)*w0*w0, dt 514(j); -
(1-gamal) *dt 514(j ) *w0*w0, 1];
Anewnb14{1,j }=i nv(Bnewnbl4{1,})*Cnewnbl4{1,]j};
% es valeurs propres de la matrice d' anplification pour different

dt
VPA514(:,j)=ei g( Anewnb14{1,j});
% e nodul e des val eurs propres
nmodul eVP(j ) =sqrt (real (VPA514(1,j))"2+i mag(VPA514(1,j))"2);
end
clf;
pl ot (dt 514, nodul eVP)
hol d on;
pl ot (dt 514, real (VPA514(1,:)))
hol d on;

pl ot (dt 514, i mag( VPA514(1,:)))

| egend(' nodul e', ' partie reelle', ' partie imaginaire')

% On peut conclure que plus | e pas de tenps dt est petit, plus la
partie reelle

% de la val eur propre est petite.Et il existe un point dont |a partie
%reelle est nulle.
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5.2

5.2.1

08—
06— AN
04~ AN

02— N
N

0.2
0.4
.

0.8

5.2 Résolution avec un sch?emade NEWMARK gama= 0.5 beta=0

clf;

n=300; dt =TO0/ n;
t=0: dt: TO;
gama2=0. 5; bet a2=0;

Bnewn2=[ 1+bet a2*dt * dt *w0* w0, 0; gama2* dt *w0*w0, 1] ;

CnewrR=[ 1- (0. 5- bet a2) *dt *dt *w0* w0, dt ;
% La matrice d anplification
Anewn?=i nv( Bnew) * Cnewn?;
Unewr2(:, 1) =[ q0; dqO0] ;
for j=1:1length(t)
Unewr2(:, j +1) =Anewn2* Unewn2(:,j);
end
Unewr2(:,length(t)+1)=[];
pl ot (t, Unew(1,:))
| egend(' Newmrar k2" )

- (1- gama2) *dt *wo*wo, 1] ;

20
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comparer avec les autres schemas

clf;

pl ot (t, UnewnR(1,:))

hol d on;

pl ot (t, Unewntl(1,:))

hol d on;

plot(t,Uk(1,:))

hol d on;

plot(t,U(1,:))

hol d on;

plot(t,U m1,:))

hol d on;

ezplot(q,[0, TO,-2,2])

| egend(' Newmar k2', ' Newmar k1',' RUNGE KUTTA', ' Eul er explicite','Euler
implicite',' Solution exacte')

% On peut voir que les solutions a partie des schemas de NEWVARK et
RUNGE- KUTTA beaucoup plus pres avec la solution

% exacte que |l es autres schemas
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5.2.3
dt=0.2
clf;
dt 1=0. 2;
t 1=0: dt 1: TO;

gamal=0. 5; bet a1=0. 25;
Bnewrl=[ 1+bet al*dt 1*dt 1*w0*wO0, O; gamal* dt 1*w0*w0, 1] ;
Cnewrl=[ 1- (0. 5- bet al) *dt 1*dt 1*w0*w0, dt 1; - (1-ganal)*dt 1*w0*w0, 1];
% La matrice d anplification
Anewrl=i nv( Bnewrl) * Cnewrl;
Unewrl5231(:, 1) =[ q0; dq0] ;
for j=1:length(t1l)
Unewml5231(:, j +1) =Anewrl* Unewml5231(:,j);
end
Unewrl5231(:, length(t1)+1)=[];

gama2=0. 5; bet a2=0;
Bnewn2=[ 1+bet a2*dt 1* dt 1*w0*w0, 0; gama2* dt 1*w0*w0, 1] ;
CnewrR=[ 1- (0. 5- bet a2) *dt 1*dt 1*w0*w0, dt 1; - (1-gana2)*dt 1*w0*w0, 1];
% La matrice d anplification
Anewn2=i nv( Bnewn) * Cnewn®;
Unewr25231(:, 1) =[ q0; dq0] ;
for j=1:length(t1l)
Unew25231(:, j +1) =Anewr2* Unewr25231(:,j);

end
Unewr25231(:, length(t1)+1)=[];

figure(l)

plot(t1, Uhewl5231(1,:))

hol d on;

pl ot (t1, Uhew5231(1,:))

hol d on;

ezplot(q,[0, TO,-2,2])
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| egend(’ Newmar k1", ' Newmar k2' , " Sol uti on exacte')
title('q dt=0.2")

% dt=0.5

dt 2=0. 5;

t 2=0: dt 2: TO;
gamal=0. 5; bet a1=0. 25;
Bnewrl=[ 1+bet al*dt 2* dt 2* w0* w0, 0; gamal* dt 2* w0*w0, 1] ;
Cnewrl=[ 1- (0. 5- bet al) *dt 2*dt 2*w0*w0, dt 2; - (1-ganmal)*dt2*w0*w0, 1];
% La matrice d anplification
Anewrl=i nv( Bnewrl) * Cnewrl;
Unewrl5232(:, 1) =[ q0; dq0] ;
for j=1:1ength(t2)

Unewml5232(:, j +1) =Anewrl* Unewml5232(:,j);

end
Unewrl5232(:,length(t2)+1)=[];

gama2=0. 5; bet a2=0;
Bnewn25=[ 1+bet a2* dt 2* dt 2* w0* w0, O; gama2* dt *w0*w0, 1] ;
CnewrR=[ 1- (0. 5- bet a2) *dt 2*dt 2*w0*w0, dt 2; - (1-ganma2)*dt2*w0*w0, 1];
% La matrice d anplification
Unewm25232(:, 1) =[ q0; dq0] ;
for j=1:1ength(t2)
Unewm25232(: , j +1) =Anewr2* Unew25232(:,j ) ;
end
Unewm25232(:, length(t2)+1)=[];
figure(2)
pl ot (t 2, Unewnl5232(1,:))
hol d on;
pl ot (t 2, Unewn25232(1,:))
hol d on;
ezplot(q,[0, TO, -2, 2])
| egend(’ Newmar k1", ' Newmar k2' , " Sol uti on exacte')
title('q dt=0.5")

% On peut voir que si |le pas de tenps est tres grand, |es solutions ne
% sont pas bien conparee avec |a solution exacte.
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5.2.4

dt 524=0: 0. 0001: 1;
for j=1:1ength(dt524)

Bnewnrb24{ 1, j } =[ 1+bet a2*dt 524(j ) *dt 524(j ) *w0*w0, 0; gama2*dt 524(j ) *w0*w0, 1] ;
Cnewnb24{1,j}=[ 1- (0. 5-bet a2) *dt 524(j ) *dt 524(j ) *w0*w0, dt 524(j ) ;
(1-gana2) *dt 524(j ) *wo*w0, 1] ;
Anewnb24{1, |} =i nv(Bnewnb24{1,j})*Cnewnb24{1,]};
% es valeurs propres de la matrice d" anplification pour different

dt
VPA524(:,j)=ei g( Anewmrb24{1,j});
% e nodul e des val eurs propres
nodul eVP2(j)=sqrt(real (VPA524(1,j)) 2+ mag( VPA524(1,j))"2);
end
cl ose al
pl ot (dt 524, nodul eVP2)
hol d on;
pl ot (dt 524, real (VPA524(1,:)))
hol d on;

pl ot (dt 524, i mag( VPA524(1,:)))
| egend(' nodul e', ' partie reelle', ' partie imaginaire')

synms dt 5240 w0
Bnewrb240=[ 1+bet a2*dt 5240* dt 5240* w0* w0, 0; gama2* dt 5240* w0* w0, 1] ;

25



Cnewnb240=[ 1- (0. 5- bet a2) *dt 5240* dt 5240* wO* w0, dt 5240; - (1-
ganma?2) *dt 5240*w0*wo, 1] ;

Anewnb240=i nv( Bnewnrb240) * Cnewnb240;

% es valeurs propres de la matrice d" anplification

VPA5240=ei g( Anewrb240)

% le pas de tenps de critique est 1/pi
% donc al pha=1

VPA5240 =

1 - (dt5240*W0* ((dt5240*W0 - 2)*(dt5240%w0 + 2))~(1/2))/2 -
(dt 52407 2*W0"2) / 2

(dt 5240*w0* ((dt 5240*W0 - 2)*(dt 5240%w0 + 2))7~(1/2))/2 -

(dt 524072*w0n2) /2 + 1

40 T T T T T T T T T

module
partie reelle

partie imaginaire

Published with MATLAB® R2019a
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