
D5 et D6 Etude d’un double pendule des petits mouvements 

1.1 On sait l’équation du mouvement : 

                                 (1) 

Il peut s’écrire comme le suivant : 

2𝜃1̈ + 𝜃2̈ +
2𝑔𝜃1

𝑎
=

𝐹0 sin 𝑤𝑡

𝑚𝑎
 

𝜃1̈ + 𝜃2̈ +
𝑔𝜃2

𝑎
=

𝐹0 sin 𝑤𝑡

𝑚𝑎√2
 

D’où on peut résoudre 𝜃1̈ et 𝜃2̈ : 

𝜃1̈ =
𝑔𝜃2

𝑎
−

2𝑔𝜃1

𝑎
+

(2 − √2)𝐹0 sin 𝑤𝑡

2𝑚𝑎
 

𝜃2̈ =
2𝑔𝜃1

𝑎
−

2𝑔𝜃2

𝑎
+

(√2 − 1)𝐹0 sin 𝑤𝑡

𝑚𝑎
 

 

Pour β = 0 γ = 0.5, on suppose que 𝜃2 = 𝜑, la matrice d’amplification est comme le suivant : 
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En utilisant la solution de 𝜃1̈ et 𝜃2̈, on obtient : 
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Pour calculer la matrice d’amplification, j’écris le code comme le suivant. 

 
Le résultat de la matrice d’amplification est le suivant. 

 

1.2 Sur Matlab, on détermine numériquement le pas de temps critique. 



 

On trouve que les modules des valeurs caractéristique de A sont égales à 1 quand dt=0.155, 

parce que les valeurs de tous les nombres de la matrice « mo » sont égales à 1 la premier fois 

quand je diminue la valeur de dt. Le résultat est comme le suivant : 

 

Donc le pas de temps critique est 0.155.  

1.3 Soit 𝑞0 = [
𝜃0

𝜑0
], (1) peut s’écrire comme : 

𝑚𝑎2 [
2 1
1 1

] 𝑞0̈ + 𝑚𝑔𝑎 [
2 0
0 1

] 𝑞0 = 𝐹0 sin 𝑤𝑡 |
𝑎

𝑎/√2
 

On obtient la relation entre 𝑞0̈ et 𝑞0 : 

𝑞0̈ =
𝑔

𝑎
[
−2 1
2 −2

] 𝑞0 +
𝐹0 sin 𝑤𝑡

𝑚𝑎
|
(2 − √2)/2

√2 − 1
 

Mais je ne peux pas obtenir la relation entre 𝑞0 et 𝑞0̇, mais on sait les valeurs de 𝑞0 et 𝑞0̇, 

parce que dans le sujet donne : 

 

1.4 Soit 𝑞𝑛 = [
𝜃𝑛

𝜑𝑛
], le schéma Newmark explicite s’écrire comme : 

𝑞�̈� =
𝑔

𝑎
[
−2 1
2 −2

]𝑞𝑛 +
𝐹0 sin 𝑤𝑡𝑛

𝑚𝑎
|
(2 − √2)/2

√2 − 1
 

𝑞𝑛+1 = 𝑞𝑛 + 𝑑𝑡𝑞�̇� + 0.5𝑑𝑡2𝑞�̈� 

𝑞𝑛+1̈ =
𝑔

𝑎
[
−2 1
2 −2

] 𝑞𝑛+1 +
𝐹0 sin 𝑤𝑡𝑛+1

𝑚𝑎
|
(2 − √2)/2

√2 − 1
 

𝑞𝑛+1̇ = 𝑞�̇� + 0.5𝑑𝑡�̈�𝑛 + 0.5𝑑𝑡𝑞𝑛+1̈  

1.5 Le programme de Matlab est comme le suivant : 



 
1.6 Quand t=0s, on obtient le résultat directement par établir t(1)=0 et puis exécuter : 

 

Pour t=dt et 2dt, j’établis que la circulation finit à 0.04s : 

 
Le résultat est le suivant, dans […], les premiers nombres sont les valeurs de t=0s, les deuxièmes sont 

celles de t=0.02s, et les troisièmes sont celles de t=0.04s.  

 



 

Pour t=0.5s, j’établis que la circulation finit à 0.5s, le résultat est le suivant : 

 

 



2.1 Pour β = 0.25, γ = 0.5, la matrice d’amplification est comme le suivant : 

𝜃1̈ =
𝑔𝜃2

𝑎
−

2𝑔𝜃1

𝑎
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(2 − √2)𝐹0 sin 𝑤𝑡

2𝑚𝑎
 

𝜃2̈ =
2𝑔𝜃1

𝑎
−

2𝑔𝜃2

𝑎
+

(√2 − 1)𝐹0 sin 𝑤𝑡

𝑚𝑎
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En utilisant la solution de 𝜃1̈ et 𝜃2̈, on obtient : 
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Pour calculer la matrice d’amplification, j’écris le code comme le suivant. 

 
Le résultat de la matrice d’amplification est le suivant. La première figure est la première 

colonne, la deuxième figure est la deuxième colonne, etc. 

 

 

 

 

2.2 Pour dessiner une allure, je programme comme le suivant : 



 
L’allure est le suivant : 

 

Donc on conclure que pour toutes les pas de temps entre 0 et 1s, la plus grande valeur propre de 

cette matrice est plus grande que 1, et elle augmente quand le pas de temps augmente.  

2.3 Comme la question 1.3, soit 𝑞0 = [
𝜃0

𝜑0
], (1) peut s’écrire comme : 

𝑚𝑎2 [
2 1
1 1

] 𝑞0̈ + 𝑚𝑔𝑎 [
2 0
0 1

] 𝑞0 = 𝐹0 sin 𝑤𝑡 |
𝑎

𝑎/√2
 

On obtient la relation entre 𝑞0̈ et 𝑞0 : 

𝑞0̈ =
𝑔

𝑎
[
−2 1
2 −2

] 𝑞0 +
𝐹0 sin 𝑤𝑡

𝑚𝑎
|
(2 − √2)/2

√2 − 1
 

Mais je ne peux pas obtenir la relation entre 𝑞0 et 𝑞0̇, mais on sait les valeurs de 𝑞0 et 𝑞0̇, 

parce que dans le sujet donne : 

 

2.4 Soit 𝑞𝑛 = [
𝜃𝑛

𝜑𝑛
], le schéma Newmark implicite s’écrire comme : 

𝑞�̈� =
𝑔

𝑎
[
−2 1
2 −2

]𝑞𝑛 +
𝐹0 sin 𝑤𝑡𝑛

𝑚𝑎
|
(2 − √2)/2

√2 − 1
 

𝑞𝑛+1 = 𝑞𝑛 + 𝑑𝑡𝑞�̇� + 0.25𝑑𝑡2𝑞�̈� + 0.25𝑑𝑡2𝑞𝑛+1̈  

𝑞𝑛+1̈ =
𝑔

𝑎
[
−2 1
2 −2

] 𝑞𝑛+1 +
𝐹0 sin 𝑤𝑡𝑛+1

𝑚𝑎
|
(2 − √2)/2

√2 − 1
 

𝑞𝑛+1̇ = 𝑞�̇� + 0.5𝑑𝑡�̈�𝑛 + 0.5𝑑𝑡𝑞𝑛+1̈  

2.5 J’utilise Matlab pour obtenir la relation entre les vecteurs d’état du système aux instants 𝑡𝑛 et 



𝑡𝑛+1 

 

Après, je programme ce résultat dans le code comme le suivant : 

 

 
2.6 Comme la question 1.6, quand t=0s, on obtient le résultat directement par établir t(1)=0 et puis 

exécuter : 

 

Pour t=dt et 2dt, j’établis que la circulation finit à 0.04s. Le résultat est le suivant, dans […], les 

premiers nombres sont les valeurs de t=0s, les deuxièmes sont celles de t=0.02s, et les troisièmes sont 

celles de t=0.04s.  



 

Pour t=0.5s, j’établis que la circulation finit à 0.5s, le résultat est le suivant : 

 

 


