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* Les codes sont programmés en MATLAB et mis dans la fin de chaque partie.

* Les sorties graphiques sont mises apres les codes de chaque partie.

TABLE DE MATIERES

Partie 1 — Exercice : Etude d’un oscillateur linéaire amorti a un degré de liberté ............ 2
COUES MATLAB ..ttt bbbt bbbttt 3
SOrtIES GraPhigUES ..oceeeie ettt st e be e b e re et s re e e e 8

Partie 2 — Exercice : Etude d’un double pendule avec I’hypothése des petits mouvements

.................................................................................................................................................. 14
COAES MATLAB ..o ettt sttt s e s r et sne et st e e 16
SOrtiES GrapPhigUES ...veceeiece e sttt st st e s be e sreetaenreare s 21

Partie 3 — Exercice : Oscillateur non lin&ire aun degréde liberté.............cccoovvvvvennne. 23
COAES MATLAB ..o ettt st e et b et e ne bt e e 24
SOrtiES GrapPhigUES ..oveeeeece et sttt st sr e be et sbeeraenreare s 27

Benjamin QU - Promotion 2015



Ecole Centrale Pékin MécaNum Devoir Benjamin QU

Partie 1 — Exercice : Etude d’un oscillateur linéaire amorti a un degré de liberté

Question 1.1) Résolution avec un schéma d’EULER explicite
1.1.a) Selon la sortie graphique 1.1.a), quand % < At, la solution diverge.
0

1.1.b) Selon la sortie graphique 1.1.b), quand At = 28, la solution est quasi-instable.
0

w

1.1.c) Selon la sortie graphique 1.1.¢), quand At = 0.8 X %, la solution converge lentement.
0

1.1.d) Pour étudier la précision, il faut regarder les décalages avec la solution exacte par rapport aux

extréma.

Selon la sortie graphique 1.1.d), on peut voir que quand At = 0.01 X ?, la solution est bien précise.
0

- )y . At . X s
C’est-a-dire qu’a partir de - = 0.01, la solution présente une précision suffisante.

Question 1.2) Résolution avec un schéma d’EULER implicite

e 1 A
La matrice d’amplification est WAt 1+ 2ew At
Selon la sortie graphique 1.2), les modules des valeurs propres de la matrice d’amplification sont

toujours inférieurs a 1, donc le pas de temps critique sera 0.
Question 1.3) Résolution avec un schéma de RUNGE KUTTA

1.3.a) Selon les sorties graphiques 1.3.a), la solution diverge quand h = 1.04, elle est stable quand
h =0.96 et h = 0.04. Et la solution est plus précise pour h = 0.04 que pour h = 0.96.

On peut conclure préliminairement que la solution est instable quand la valeur de % est supérieure a
une valeur critique comprise entre 0.96 et 1.04, et est stable quand 4 est inférieure a 1, et que plus 4
est petit, plus la solution est précise.

1.3.b) On peut voir dans les sorties graphiques 1.3.b), quand h = 1.013, la solution converge,
quand h = 1.014, la solution diverge. Donc, on prend h, = 1.0135 ou 1.013 < h, < 1.014
avec [1.014 — 1.013| < 0.001.
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Codes MATLAB

[oNge)

%% Exercice - Etude d’un oscillateur lineaire amorti a un degre de
3iffére

% Author: Benjamin QU - SY1924124 - P2015

clc

clear

set (0, ’defaultfigurecolor’,’ w’)

%% 1.1) Resolution avec un schema d’EULER explicite

% Solution reference

TO = 1 ;
w0 = 2*pi ;
sym w0 = sym(2*pi) ;

syms sym dt ;

syms sym epsilon ;
epsilon = 0.02 ;
x0 = 0.01 ;

dx0 = 0 ;

solution ref =

dsolve ('D2x+4*0.02*pi*Dx+ (2*pi)*2*x=0","x(0)=0.01","Dx(0)=0") >

% fplot(solution ref, [0,10*T0]) % Plot figure

oe

title(‘Oscillateur lineaire amorti’)

$% 1.1.a) b) <)

dt = [4*epsilon/w0,2*epsilon/w0,0.8*2*epsilon/w0] ; % 3ifférents pas
de temps - delta t

time = cell (length(dt),1);
for i = 1l:length(dt)
time{i} = 0:dt (i) :10*TO;
end
mat amp exp = cell(length(time),1l); % Matrice d’amplification
for i = l:length(time)
mat amp exp{i} = [1,dt(i);-w0"2*dt(i),1-2*epsilon*wO*dt(i)];

end
X = {[x0;dx0], [x0;dx0], [x0;dx0]};
x _exp = cell(length(time),1);
for i = l:length(time)
x _exp{i} = zeros(l,length(time{i}));

end

dx exp = cell(length(time),1);
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for i = l:length(time)
dx exp{i} = zeros(l,length(time{i}));

end

for i = 1l:length(time)
for j = l:length(time{i})
x_exp{i} (3) = X{i}(1);
dx_exp{i} (J) = X{1i}(2);
X{i} = mat amp exp{i}*X{i} ;
end
end
figure % 1.1.a)
fplot (solution ref, [0,10*T0])
hold on
plot(time{l},x exp{l})
title('l.1.a)’)
legend(‘solution exacte’,’\Deltat > 2\epsilon/\omegalO’)
figure % 1.1.Db)
fplot (solution ref, [0,10*T0])
hold on
plot (time{2},x exp{2})
title('1.1.b)")
legend(‘'solution exacte’,’\Deltat = 2\epsilon/\omegal’)

figure % 1.1.c)

fplot (solution ref, [0,10*T0])

hold on

plot (time{3},x exp{3})

title('l1.1.¢c)”)

legend(‘'solution exacte’,’\Deltat = 0.8\times2\epsilon/\omegal’)

oe
oe

1.1.d)
dt2 = [0.1*2*epsilon/w0,0.05*2*epsilon/w0,0.01*2*epsilon/w0] ; %
4ifférents pas de temps - delta t

time2 = cell(length(dt2),1);
for i = l:length(dt2)
time2{i} = 0:dt2(1) :10*TO;
end
mat amp exp2 = cell(length(time2),1); % Matrice d’amplification
for i = l:length(time2)
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mat _amp exp2{i} = [1,dt2(i);-w0"2*dt2(i),1-2%epsilon*w0*dt2(i)];

end

X2 = {[x0;dx0], [x0;dx0], [x0;dx0]1};

x_exp2 = cell(length(time2),1);
for i = l:length(time2)
x_exp2{i} = zeros(l,length(time2{i}));

end

dx _exp2 = cell(length(time2),1);
for i = l:length(time2)
dx exp2{i} = zeros(l,length(time2{i}));

end

for i = l:length(time?2)
for j = l:length(time2{i})
x exp2{i} (J) = X2{i}(1);
dx_exp2{i}(j) = X2{i}(2);
X2{i} = mat amp exp2{i}*X2{i} ;
end

end

figure % 1.1.d)
fplot (solution ref, [0,10*T0])
for i = l:length(time?2)
hold on
plot(time2{i},x exp2{i})
end
title('1.1.d)")
legend(‘solution exacte’,’\Deltat =
0.1\times2\epsilon/\omegalO’,’\Deltat =
0.05\times2\epsilon/\omegal’,’\Deltat = 0.01\times2\epsilon/\omegal’)
%% 1.2) Resolution avec un schema d’EULER implicite
dts = 0:0.05:1;
mat amp imp = cell(length(dts),1);
VPs = zeros(2,length(dts));
for i = l:length(dts)
mat amp imp{i} = inv ([1, -
dts (i) ;w0*2*dts (i), l+2*epsilon*w0*dts (1) ]);
VP = eig(mat amp imp{i});
VPs(1l,1) = abs(VP(1l));
VPs (2,1) = abs(VP(2));

end
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figure

plot (dts,VPs (1, @)
hold on

plot (dts,VPs (2, @)
title('1.2) Modules des valeurs propres pour \Deltat entre 0s et 1s’)
legend (‘valeur propre 1’,’valeur propre 2')

%% 1.3) Resolution avec un schema de RUNGE KUTTA

MT = [0,1 ;-w0"2,-2*epsilon*w0] ; % Matrice de transformation
Q0 = {[x0 ;dx0] ;I[x0 ;dx0] ;I[x0 ;dx0]} ;
dt RK = [0.04*2*sqgrt(2)/w0,0.96*2*sqrt (2) /w0,1.04*2*sqgrt (2)/w0];

time RK = cell(3,1);
for i = l:length(time RK)
time RK{i} = 0:dt RK(i):100*TO;

end

X RK = cell(3,1);
dx_ RK cell(3,1);
for i = l:length(dt RK)
x RK{i} = zeros(l,length(time RK{i}));

dx RK{i} = zeros(l,length(time RK{i}));

end

for i = l:length(dt RK)
for j = l:length(time RK{i})

x_RK{1}(3) = Q{i}(1);
dx_RK{i}(J) = Q{1i}(2);
kl = MT*Q{i};

k2 = MT* (Q{i}+kl*dt RK(i)/2);

k3 = MT* (Q{i}+k2*dt RK(i)/2);
k4 = MT* (Q{i}+k3*dt RK(i));
K = (kl+2*k2+2*k3+k4)/6;
Q{i} = Q{i}+K*dt RK(i);
end
end
%% 1.3.a)
figure
fplot (solution ref, [0,100*T0])
hold on

plot (time RK{1l},x RK{1l})
title('1.3.a)")
legend(‘'solution exacte’,’RK \Deltat = 0.04\times2\surd2/\omega {0}')

figure
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fplot (solution ref, [0,100*T0])

hold on

plot (time RK{2},x RK{2})

title('1.3.a)’)

legend(‘'solution exacte’,’RK \Deltat = 0.96\times2\surd2/\omega {0}')

figure

fplot (solution ref, [0,100*T0])

hold on

plot (time RK{3},x RK{3})

title('1.3.a)’)

legend(‘'solution exacte’,’RK \Deltat = 1.04\times2\surd2/\omega {0}")
%% 1.3.b)

hc = 1.0135;

dtc = hc*2*sqrt(2) /w0;

timec = 0:dtc:100*TO;

xc = zeros(l,length(timec));
dxc = zeros(l,length(timec));
Qc = [x0;dx0];
for j = l:length(timec)

xc(j) = Qc(l);

dxc(3) = Qc(2);

k1l = MT*Qc;
k2 = MT* (Qc+kl*dtc/2) ;
k3 = MT* (Qc+k2*dtc/2) ;
k4 = MT* (Qc+k3*dtc);
K = (k1+2*k2+2*k3+k4)/6;
Qc = Qc+K*dtc;
end
figure
fplot (solution ref, [0,100*T0])
hold on
plot (timec, xc)
title('1.3.b)")
legend(‘solution exacte’, ['‘RK \Deltat = ' num2str (hc)
‘\times2\surd2/\omega {0}’1])
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Sorties graphiques
Question 1.1.a)
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Question 1.1.¢)

-3 1.1.c
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solution exacte
8 At=0.8x2¢/w0 | |

Question 1.1.d)

-3 1.1.d)
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solution exacte
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9
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Question 1.2)

1 1.2) Modules des valeurs propres pour At entre Os et 1s

valeur propre 1
09 r valeur propre 2| 7

0.7 r .

0.6 4

031 .

0.2 4

Question 1.3.a)

-3 1.3.a
10 2107 : : : : )

solution exacte
8 RK At=0.04x2 v 2/w,
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10
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Question 1.3.b)

-3 1.3.b)
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Partie 2 — Exercice : Etude d’un double pendule avec ’hypothése des petits
mouvements

Question 1. Résolution avec un schéma de NEWMARK explicite

1.1) A partir des trois relations :

2 2 61 01 — i Z'
ma [1 4, +mga [ 0, Fysinwt . (1)
In+1 = qn + Atgy + At2(0-5 = Bdn + At?Bhnsr  (2)
Gn+1 = Gn + At(1 = ¥) G + Aty Gneq (3)
0
Avec q = 91
2

On obtient donc une relation matricielle :

[1+2A28g/a  —At?Bg/a 0 0] O1nt1 [1-2062(05—B)g/a  At2(05-B)g/a At 07[0in
| —2at28g/a  1+2at28g/a 0 0]|f2n+1 2062(05—B)g/a  1—2At2(05—B)g/a 0 At|[fzn
20ty g/a —Aty g/a 10 91n+1 =2At(1—y) g/a At(l—y)g/a 1 0||61n
—2Aty g/a 20ty g/a 0 116,,,, L 28t(-v)g/a —2At(1—y) g/a 0 1lfg,,

Alors la matrice d’amplification est

1+42At28g/a  —At?Bg/a 0 0] [1-2At2(05—B)g/a  At2(05-B)g/a At 0]
[—ZAtZBg/a 1+ 2At*Bg/a 0 0] 2At%(0.5-B)g/a  1—2At*(05-B)g/a 0 At

20ty g/a —Aty g/a 10 —2At(1—-y)g/a At(1—vy)g/a 1 0
—2Aty g/a 2Aty g/a o 1 L 2At(1-y)g/a —2At(1—y)g/a 0 1.
Qui est, pour un schéma de NEWMARK explicite :
[ 1-a0d ar L At o |
a 2a |
I a2 1-a22 0 At |
a a
Atg(—3gAt* + 4 Atg(—gAt* +
_Atg(-3g a) 9(-g D _a2d a2l
2a? a? a 2a
2Atg(—gAt? + a) Atg(—3gAt? + 4a)

g g
A2Z 1- A2
a? 2a? t a t a

1.2) Selon la sortie graphique 1.2), on obtient que le pas de temps critique At, = 0.24 s.

1.3) On sait que qo = O10 _ |0 0= 9:1’0 — |~1:31519275 et pour g, ona:
0 6,, '—1.85996342
2[2 011610 _ .. .
ma [1 920 °+ mga[ 116, = Fysinwt, ﬁ
910 2 —17]60
:qo_gzo___[ ]620 |0

1.4) Les trois relations du schéma de NEWMARK explicite :
Gn+1 = qn + Dty + At?(0.5 = B)Gn + At?Bhny1 = qn + Atgy + 0.5At%G,
2—v2/2
-2+2
In+1 = Gn + At(L —¥)Gn + AtyGniq = Gn + 0.5AtG, + 0.5At0n 14
1.5) La sortie graphique de la résolution est présentée apres.

16)A t=0s: q(t) = (g), q() = (:igé)’ q(t) = (8) ;
Ae=a g = (“00299) 4 = (T129) 4o = (354

At=206 4@ = (Cygnaeh 10 = (Tigg) 40 = (55,)

14

. 912 -1 Fo .
Gn = a[—Z 2]qn+ma51n(amAt)
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A em0ss a0 - (OS50 40 - (C28), 40 - (252)

Question 2. Résolution avec un schéma de NEWMARK implicite

2.1) La matrice d’amplification est, pour un schéma de NEWMARK implicite :

8a? — At*g? 4alt’g 4alt(At?g + 2a) 2aAt3g
8a? + 8aAt?g + At*g? 8a? + 8aAt?g + At*g? 8a? + 8aAt?g + At*g? 8a? + 8aAt?g + At*g?
8aAt?g 8a? — At*g? 4alt3g 4alt(At?g + 2a)
8a? + 8aAt?g + At*g? 8a? + 8aAt?g + At*g? 8a? + 8aAt?g + At*g? 8a? + 8aAt?g + At*g?
—4Atg(At?g + 4a) 8aAtg 8a? — At*g? 4alt?g
8a? + 8aAt?g + At*g? 8a? + 8aAt?g + At*g? 8a? + 8aAt?g + At*g? 8a? + 8aAt?g + At*g?
16aAtg —4Atg(At?g + 4a) 8aAt?g 8a? — At*g?
18a? + 8aAt?g + At*g? 8a? + 8aAt?g + At*g? 8a? + 8alt?g + At*g? 8a? + 8aAt?g + At*g?]

2.2) Selon la sortie graphique 2.2), on voit que le module de la plus grande valeur propre de cette
matrice est toujours égal a 1, on peut conclure donc que la solution avec un schéma de NEWMARK
implicite est toujours stable.

1.31519275
1.85996342’

2.4) Les trois relations du schéma de NEWMARK implicite :
Qn+1 = Gn + Atq, + At2(0.5 — B) Gy, + At2Bhney = qn + Atg, + 0.25At2G,, + 0.25At% (41
2—+v2/2
-2+2
Gn+1 = Gn + At(1 = ¥){n + Atydnes = Gn + 0.5AtGy, + 0.5AtG 44
2.5) La sortie graphique de la résolution est présentée apres.

26)A t=0s: q(t) = (8), q(t) = (:122)’ q@®) = (8) ’

At=At: q(t) = (—0.0260)’ a0 = (—1.28)’ i = ( 3.53 )

2.3) Méme que dans la question 1.3) : gy = |8, Go = |: et o = |8

. 912 -1 Fo
Gn = a[—Z 2]qn+masm(amAt)

—0.0373 -1.87 —-1.02

A e=20t 40 = (Sog750) 40 = (Tig0) 40 = (555)

femoss a0 = (S8, a0 = (22), 4= (250
15
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Codes MATLAB

[oNge)

%% Exercice -- Etude d'un double pendule avec l'hypothese des petits
mouvements

% Author: Benjamin QU -- SY1924124 -- P2015

clc

clear

set (0, 'defaultfigurecolor', 'w")

m= 2;

a = 0.5;

g = 9.81;

FO = 20;

w = 2*pi;

thetall = 0;

theta20 = 0;

dthetal0d = -1.31519275;
dtheta20 = -1.85996342;
TO0 = 8;

%% 1. Resolution avec un schema de NEWMARK explicite
beta exp = 0;

gamma_exp = 0.5;

% 1.1) Matrice d'amplification
syms dt sym g _sym a_sym;
B exp sym = [l+dt sym"2*beta exp*2*g sym/a sym, -
dt sym”"2*beta exp*g sym/a sym,0,0;
dt sym”"2*beta exp*2*g sym/a sym,l+dt sym"2*beta exp*2*g sym/a sym,0,0
dt sym*gamma exp*2*g sym/a_ sym, -
dt sym*gamma exp*g sym/a sym,1,0;
dt sym*gamma exp*2*g sym/a_ sym,dt sym*gamma exp*2*g sym/a sym,0,1];
C exp sym = [1-dt sym"2*(0.5-beta exp)*2*g sym/a sym,dt sym"2*(0.5-
beta exp)*g sym/a sym,dt sym,0;
dt _sym”2*(0.5-beta _exp)*2*g sym/a sym,l-dt sym*2* (0.5-
beta exp)*2*g sym/a sym,0,dt sym;
-dt_sym* (1-gamma_exp) *2*g sym/a sym,dt sym* (1-
gamma_exp) *g_sym/a sym,1,0;
dt sym* (1-gamma_exp) *2*g sym/a sym,-dt sym* (1-
gamma_exp) *2*g sym/a sym,0,1];
A exp sym = inv (B _exp sym)*C exp sym;
disp('l.1l) Matrice d''amplification explicite: ')

disp(simplify (A exp sym))

16
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% 1.2) Determination pas de temps critique
dts = 0:0.02:1;

B exp = cell(length(dts),1);

C exp = cell(length(dts),1);

A exp = cell(length(dts),1);

VP_exp = zeros (4,length(dts));

for i = l:length(dts)

B exp{i} = [1+dts(i)"2*beta exp*2*g/a,-dts (i) 2*beta exp*g/a,0,0;
-dts (i) "2*beta exp*2*g/a,l+dts (i) "2*beta exp*2*g/a,0,0;
dts (i) *gamma_exp*2*g/a,-dts (i) *gamma_ exp*g/a,1,0;

-dts (i) *gamma_exp*2*g/a,dts (i) *gamma exp*2*g/a,0,1];
C expf{i} = [1-dts(i)"2*(0.5-beta exp)*2*g/a,dts (i)"2*(0.5-

beta exp)*g/a,dts(i),0;
dts (i) "2*(0.5-beta_exp) *2*g/a,l-dts (i) "2* (0.5-

beta exp)*2*g/a,0,dts(i);
-dts (i) * (1-gamma_exp) *2*g/a,dts (i) * (1-gamma_exp) *g/a,1,0;
dts (i) * (1-gamma_exp) *2*g/a, -dts (i) * (1-gamma_exp) *2*g/a,0,1];

A exp{i}

inv(B exp{i})*C exp{i};

end

figure %
plot (dts,VP_exp(1l,:))
title('1.2)
Os et 1s')

Plot figure

Modules de plus grande valeur propre pour \Deltat entre

% 1.5)
0.02;

dt
time

g0
dg0
d2q0

q_exp

g exp(:,1)
dg exp
dg exp(:,1)
d2g exp
d2g exp(:,1)

for i

Resolution en temps du probleme

0:dt:TO;

[thetalO;theta20];

[dthetalO;dtheta20];
(-g/a)*[2,-1;-2,21*q0;

= zeros (2, length(time)) ;

= g0;

zeros (2, length (time)) ;

= dqg0;

zeros (2, length (time)) ;

d2q0;

1:(length(time)-1)
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g exp(:,i+l) = inv(eye(2)+dt"2*beta exp*g/a*[2,-1;-
2,2])*(g exp(:,1)+dt*dg exp(:,1i)+dt"2*(0.5-
beta exp)*d2q _exp(:,1)+dt"2*beta exp* (FO/ (m*a)) *sin (wrxi*dt)*[2-
sqrt(2)/2;-2+sqrt(2) 1) ;
d2q exp(:,1i+l) = (-g/a)*[2,-1;-
2,21*q _exp(:,1+1)+(F0/ (m*a)) *sin (wri*dt) *[2-sqrt (2)/2;-2+sqrt(2)];
dg exp(:,1i+l) = dg exp(:,1)+dt*(1-
gamma_exp) *d2g_exp(:,1)+dt*gamma_exp*d2q exp(:,i+1);
end
figure % Plot figure
plot(time,q exp(l,:))
hold on
plot(time,q exp(2,:))
title('1.5) \Deltat = 0.02 s'")
legend('\theta {1}','\theta {2}")
grid on

[

% 1.6) Valeurs numeriques

disp(['1.6) A t=0s: g(t) = ',mat2str(q exp(:,1)),"' , dg(t) =
'ymat2str(dg exp(:,1)),"' , d2g(t) = ',mat2str(d2g exp(:,1))1])
disp(['1.6) A t=dt: g(t) = ',mat2str(q exp(:,2)),"' , dg(t) =
'ymat2str(dg exp(:,2)),"' , d2g(t) = ',mat2str(d2g exp(:,2))1])
disp(['1.6) A t=2*dt: g(t) = ',mat2str(qg exp(:,3)),"' , dg(t) =
',mat2str(dg exp(:,3)),"' , d2g(t) = ',mat2str(d2g exp(:,3))1])
disp(['1.6) A t=0.5s: g(t) = '",mat2str(g exp(:,26)),"' , dg(t) =
',mat2str(dg exp(:,26)),"' , d2g(t) = '",mat2str(d2g _exp(:,26))])

%% 2. Resolution avec un schema de NEWMARK implicite
beta imp = 0.25;

gamma_imp = 0.5;

% 2.1) Matrice d'amplification
B imp sym = [l1+dt sym”"2*beta imp*2*g sym/a sym, -
dt sym”2*beta imp*g sym/a sym,0,0;
dt sym"2*beta imp*2*g sym/a sym,l+dt sym"2*beta imp*2*g sym/a sym,0,0
dt sym*gamma imp*2*g sym/a sym, -
dt sym*gamma imp*g sym/a sym,1,0;
dt sym*gamma imp*2*g sym/a sym,dt sym*gamma imp*2*g sym/a sym,0,1];
C imp sym = [1-dt sym"2*(0.5-beta imp)*2*g sym/a sym,dt sym"2*(0.5-
beta imp)*g sym/a sym,dt sym,0;
dt _sym”2*(0.5-beta imp) *2*g sym/a sym,l-dt sym*2* (0.5-
beta imp)*2*g sym/a sym,0,dt sym;
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-dt_sym* (l-gamma_imp) *2*g sym/a_ sym,dt sym* (1-
gamma_imp) *g sym/a sym,1,0;
dt sym* (1-gamma_ imp) *2*g sym/a sym,-dt sym* (1-
gamma_imp) *2*g sym/a sym,0,1];
A imp sym = inv(B_imp sym)*C imp sym;
disp('2.1) Matrice d''amplification implicite: ')
disp(simplify (A imp sym))
% 2.2) Evolution de la plus grande valeur propre
B imp = cell(length(dts),1);
C imp = cell(length(dts),1);
cell (length(dts),1);
VP imp = zeros (4, length(dts));
for i = 1l:length(dts)
B imp{i} = [l+dts(i)"2*beta _imp*2*g/a,-dts (i) "2*beta imp*g/a,0,0;
-dts (i) *"2*beta imp*2*g/a,l+dts (i) "2*beta imp*2*g/a,0,0;

A imp

dts (i) *gamma_imp*2*g/a,-dts (i) *gamma imp*g/a,1,0;
-dts (i) *gamma_ imp*2*g/a,dts (i) *gamma imp*2*g/a,0,1];
C imp{i} = [1-dts(i)"2*(0.5-beta imp)*2*g/a,dts(i)"2*(0.5-
beta imp)*g/a,dts(i),0;
dts (i) *2*(0.5-beta imp) *2*g/a,l-dts (i) "2* (0.5-
beta imp)*2*g/a,0,dts(i);
-dts (i) * (1-gamma_imp) *2*g/a,dts (i) * (1-gamma_imp) *g/a,1,0;
dts (i) * (1-gamma_imp) *2*g/a, -dts (i) * (1-gamma_imp) *2*g/a,0,1];
A imp{i} = inv(B_imp{i})*C _imp{i};

VP imp(1l,1i) = abs(VP(1l));
VP imp(2,1) = abs(VP(2));
VP imp(3,1) = abs(VP(3));
VP imp(4,1) = abs(VP(4));

end

figure % Plot figure

plot (dts, VP _imp (1, :))

title('2.2) Modules de plus grande valeur propre pour \Deltat entre
Os et 1s')

% 2.5) Resolution en temps du probleme
g _imp = zeros(2,length(time));

g imp(:,1) = g0;

dg imp = zeros(2,length(time));

dg imp(:,1) = dg0;

d2g imp = zeros(2,length(time));

d2g imp(:,1) = d2q90;
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for i = 1:(length(time)-1)

g imp(:,i+1l) = inv(eye(2)+dt”2*beta imp*g/a*[2,-1;-
2,2])*(q _imp(:,1)+dt*dg imp(:,1i)+dt"2*(0.5-
beta imp)*d2q imp(:,1i)+dt"2*beta imp* (FO/ (m*a)) *sin (wrxi*dt)*[2-

sqrt (2) /2;-2+sqrt (2)1);

d2g imp(:,i+l) = (-g/a)*[2,-1;-
2,21*q_imp(:,1+1)+(F0/ (m*a)) *sin (w*i*dt) *[2-sqrt (2) /2;-2+sqrt(2)];
dg imp(:,1i+l) = dg imp(:,1)+dt*(1-

gamma_imp) *d2g_imp(:,1)+dt*gamma_ imp*d2g imp (:,i+1);

end

figure % Plot figure
plot(time,q imp(1l,:))
hold on

plot(time,q imp(2,:))

title('2.5) \Deltat = 0.02 s'")
legend('\theta {1}','\theta {2}")

grid on

% 2.6) Valeurs numeriques

disp(['2.6) A t=0s: g(t) = ",mat2str(g imp(:,1)),"' , dg(t) =

',mat2str(dg imp(:,1))," ,
disp(['2.6) A t=dt: g(t) =
',ymat2str(dg imp(:,2)),"' ,
disp(['2.6) A t=2*dt: g(t)
'ymat2str(dg imp(:,3)),"' ,
disp(['2.6) A t=0.5s: g(t)
',mat2str(dg imp(:,26)),"'

4

d

2gq(t)

',mat2str(d2qg imp(:,1))])

',mat2str (g imp(:,2)),"' , dg(t) =

d

d

2gq(t)

',mat2str(d2qg imp(:,2))])

',ymat2str(qg imp(:,3))," , dg(t) =

2q(t)

",mat2str(d2g imp(:,3))])

'ymat2str (g imp(:,26)),"' , dg(t) =

d2q(t)
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Sorties graphiques
Question 1.2)

1.2) Modules de plus grande valeur propre pour At entre 0s et 1s
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Question 2.2)

2.2) Modules de plus grande valeur propre pour At entre Os et 1s

1.0000000000001

1.00000000000005

T
1

0.99999999999995

T
1

0.9999999999999

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Question 2.5)
. | | |2.5) At |= 0.02 S. | |
2 P
02
1.5
1k
0.5 7
o A
05 V .
1k 1
1.5 7
2t 1
25 ' ' ' ' ' ' '
0 1 2 3 4 5 6 7 8
22

Benjamin QU - Promotion 2015



Ecole Centrale Pékin MécaNum Devoir Benjamin QU

Partie 3 — Exercice : Oscillateur non linéaire a un degré de liberté
Question 1. Résolution avec un schéma de NEWMARK explicite

1.1 Les trois relations pour un schéma de NEWMARK explicite :
qj+1 = q; + Atq; + At?*(0.5 — B)G; + At*Bdjp1 = q; + Atq; + 0.5At%G;
Gj41 = 0541 (1 + aq]z“)
Gj+1 = q; + At(1 —y)G; + Aty G = q; + 0.5AtG; + 0.5AtG;,4

1.2 La sortie graphique de la résolution est présentée apres.
13 A t=0s: q(t)=2;

A t=At: q(t) =1.9779;

A t =2At: q(t) = 1.9123;

A t =T, q(t) = 1.0329.
Question 2. Résolution avec un schéma de NEWMARK implicite
2.1 On cherche 4 minimiser la quantité¢ §; + w§q;(1 + aq;).
2.2 Lorsque la valeur absolue du résidu est supérieure a la précision souhaitée :

fi;+1 = _wg‘ﬁﬂ(l + a‘ﬁil)
Q;f+1 =q; +Atg; + At?(0.5 — ﬁ)q] + Atzﬂéﬁ+1
C.1;'<+1 =q;+ At(1 - V)qj + At]/('j;ﬂ

2.3 En choisissant une précision € = 0.001, la sortie graphique de la résolution est présentée apres.
24A t=0s: q(t) =2;

A t=At: q(t) = 1.9781;

A t =2At: q(t) = 1.9131;

A t =T, q(t) = 0.8493.

Question 3. Energie mécanique

3.1 L’¢énergie mécanique pour cet oscillateur non linéaire est :

1 m
E= > (mg® + kq?) = 3(q‘2 + w3q?)

Prenons E* = %(q’z + w3q?) qui est proportionnel 2 E pour calculer.

3.2 La sortie graphique pour E* avec deux schémas d’intégration est présentée apres.

3.3 Avec At = 0.02's, on peut voir que la quantité E* oscille suivant le temps, et 1’amplitude
d’oscillation du schéma de NEWMARK implicite est plus grande que celle du schéma de
NEWMARK explicite, et que E* du NEWMARK implicite décale un peu suivant le temps.
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Codes MATLAB

%% Exercice -- Oscillateur non lineaire a un degre de liberte
% Author: Benjamin QU -- SY1924124 -- P2015

clc

clear

set (0, 'defaultfigurecolor', 'w')

w0 = 2*pi;

a =20.1;

q0d = 2;

dg0 = 0;

d2g0 = -w0"2*g0* (1+a*q0"2);
T0 = 6;

dt = 0.02;

time = 0:dt:TO;

beta imp = 0.25;

gamma_exp = 0.5;gamma_imp = 0.5;

%% Resolution avec un schema de NEWMARK explicite
q exp = zeros(l,length(time));

g exp(l) = g0;

dg exp = zeros(l,length(time));

dg exp(l) = dq0;

d2g_exp = zeros(l,length(time))

d2g exp(1l) = d2g0;

for i = 1:(length(time)-1)
g exp(i+l) = g exp(i)+dt*dg exp(i)+dt”2*0.5*d2g exp (i)
d2g_exp (i+l) = -w0"2*qg exp(i+l)*(l+a* (g exp(i+l)"2));
dg exp(i+l) = dg exp(i)+dt*(1-

gamma_exp) *d2g_exp (i) +gamma exp*dt*d2g exp (i+1);
end

figure % Plot figure

plot (time, g exp)

title('1.2 NEWMARK explicite avec \Deltat = 0.02 s')

disp(['1.3 A t=0s: g(t) = ',num2str(g exp(l))])

disp(['1.3 A t=dt: g(t) = ',num2str(g_exp(2))])

dlsp([ 1.3 A t=2*dt: g(t) = ',num2str(qg_ exp( ) 1)
p(['1l.3 A £=T0: g(t) = ",num2str (g exp(301))])

%% Resolution avec un schema de NEWMARK implicite

erreur = 0.001;

g _imp = zeros(l,length(time));

g imp (1) = g0;

dg imp = zeros(l,length(time));
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dg_imp (1) = dg0;
d2g_imp = zeros(l,length(time))
d2g_imp (1) = d290;
for i = 1:(length(time)-1)
g = g_imp(i)+dt*dg imp (i)+dt*2* (0.5-
beta imp)*d2g imp (i) +beta imp*dt~2*d2qg imp (i)
d2g = d2g_imp (1) ;
while abs (d2g+w0"2*g* (1+a*g”2)) > erreur
d2g = -w0"2*g* (1+a*g"2);
g = g_imp(i)+dt*dg imp(i)+dt”2*(0.5-
beta imp)*d2qg imp (i) +beta imp*dt~2*d2q;
dg = dg_imp (i) +dt* (l-gamma_ imp) *d2g imp (i) +gamma_ imp*dt*d2qg;
end
q_imp (i+1) = g;
dg_imp (i+l) = dg;
d2gq imp (i+l) = d2g;
end
figure % Plot figure
plot (time,qg imp)
title('2.3 NEWMARK implicite avec \Deltat = 0.02 s')

disp(['2.4 A t=0s: g(t) = ',num2str(g imp(1l))])
disp(['2.4 A t=dt: g(t) = ',num2str (g _imp(2))])
disp(['2.4 A t=2*dt: g(t) = ',num2str(g imp(3))])
disp(['2.4 A t=T0: g(t) = '",num2str(g imp(301))])

[

figure % Plot figure
plot (time, g exp)
hold on
plot(time,qg imp)
title('Comparaison de deux NEWMARKs avec \Deltat = 0.02 s')
legend ('NEWMARK explicite', 'NEWMARK implicite')
%% Energie mecanique
E etoile exp = zeros(l,length(time)):;
E etoile imp = zeros(l,length(time));
for i = l:length(time)
E etoile exp(i) = 0.5*(dg exp (i) "2+w0"2*g exp (i) "2);
E etoile imp(i) = 0.5* (dg imp (i) *2+w0"2*g imp (1) *2);
end
figure $ Plot figure
plot (time,E etoile exp)
hold on
plot (time,E etoile imp)
title('3.2 E~{*} avec schemas de NEWMARK et \Deltat = 0.02s"')
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legend ('NEWMARK explicite', 'NEWMARK implicite')
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Comparaison de deux NEWMARKs avec At=0.02 s
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