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Pendule simple

Les équations de Lagrange:

I.
L=EC+Ep=§92+ mgd cos6 + Cte

d oLy 0L
ERE

dtlagl a6~
Avec E, = 292 l'energie cinétique et E, = —mgdcos @ + Cte I' energie potentielle

Alors I'equation de mouvementpour un pendule simple :
16 + mgdsinf =0
Dans le cas 8 — 0, I'equation s’ecrit comme :
16 + mgdh =0

Oscillateur conservatif a un degré de liberté

11 G+ we’q=0
Soit
q = exp (At)
Alors pour tout t>0,
(A2 + wy?) exp(At) = 0
Necessairement
A2+ wy?=0
la solution d'équation caractéristique est
A = woi, Ay = —wyi
Et donc
q = C; cos(wyt) + C, sin(wyt)
d’'apres la condition initiale (4)
{ 1=C
0 =wyC,
On obtient alors la soultion de I'equation est :
q = cos(2mt)
Programer la solution :
clear all;
close all;
clc;
T0 = 3;
w0 = 2*pi;
wOc = wO*w0;
q0 =1,
dqg0 = 0;
dte = 0.01
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te = (0.dte:T0) ; % t=0:dte:3;

tic;

ind =1;

for t= te

q(ind) = g0 * cos(wO * t) + dg0/wO0 * sin(w0 * t) ;
dg(ind) = -w0 * g0 * sin(w0Q * t) + dg0 * cos(w0 * t) ;
ddg(ind) = - wOc * g(ind) ;

energe(ind) = 0.5%( dg(ind)* dg(ind) + wOc *(q(ind)"2));
ind = ind+1;

end ; tog;

q=q;

plot(te,q,te, dqg,te, ddq, '-r','Linewidth’,2)
plot(g,dqg,q, ddq, '-r','Linewidth’,2)

plot(g,ddq, '-r','Linewidth’,2)

plot(te,q, '-r','Linewidth’,2)

grid on;

= ===

1 .
E*= > (g + wo?q?)
Avec
q = cos(2mt)
g = —2msin (2mt)
D'ou

1
E* = 5 (4n?sin®(2mt) + 4m?cos? (2mt)) = 2m?

Alors E* constante

G+ wo?q =0

Etona

4j+1 |9j |q']

o= At X | .

q;+1 QJ+ t q,
Donc

qja=qj+ At * g

g = qi+ At * g7
Et

. 2
q’j= —Wo * gqj

D'ou le resultat.
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2.2 Résolution de I'équation (1) avec un schéma d’EULER explicite
méthode 1 : sans la matrice d’amplification
clear all
dtl = 0.01;

T0=3;

q0 =1;

dg0=0;

w0 = 2+pi;

wOc = wO*w0;

tl = (0:dt1:TO)’;

npl = size(t1,1);

gl = zeros(npl,1);

dgl = zeros(npl,1);

ddgl = zeros(npl,1);

energl = zeros(npl,1);

q1(1) = q0;

dgl(1) = dqQ;

ddgl(1) = -wOc * g1(1);

forinc = 2 : npl;

gl(inc) = gl(inc-1) + dtl » dgl(inc-1);
dgl(inc) = dgl(inc-1) + dtl = ddgl(inc-1) ;
ddqgl(inc) = -wOc * gl1(inc);

end;

energl = 0.5%(dgl .x dgl + wOc * (g1 .A2));
plot(tl,gl,'b-",'Linewidth’,3);

méthode 2 : avec la matrice d’amplification
clear all

dtl = 0.01;

T0=3;

q0 =1,

dqg0=0;

w0 = 2*pi;

w0c = wO*w0;

tl = (0:dt1:TO)';

npl = size(tl,1);

g = [90;dq0];

glb = zeros(npl,1);

alb(1) =q0;
A=[1,dtl;-wOc~*dtl,1];
forinc = 2 : npl;

q=A*q;

alb(inc) = a(1);

dglb(inc) = q(2);
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end;
plot(tl,glb,'b-",'Linewidth’,3)
plot(dglb,qlb,'b-' 'Linewidth’,3);

On change le pas de temps,

0 IJ.IS ‘I ‘1.I5 2 2?5 3
D’apres le fugure, on puet voir que les résultats sont divergents. Et plus le pas de
temps dt est petit, plus la divergence est lente.

65 . T T T T
solution exacte
60 w— o lution explicite | ]
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La quantité Ex resoule par methode EULER explicite est plus grand que la valeur celle
calculée a partir de la solution exacte. Et plus le pas de temps est petit, plus 'erreur est
petit.

On va calculer numériguement les valeurs propres de la matrice d’amplification en
fonction du pas de temps At
dtl=sym('dtl’, real’); wO= sym('w0','real’);
A=1[1,dtl;-1»w0*w0=*dtl, 1]

[z.d]=eig(A)

re = real(d)

im = imag(d)
mo=abs(d)
zm= inv(z);
C=z=*(d*zm),
C = simplify(C)

Les valeurs propres sont donc :
d= [1 — wyilt 0 ]
0 1+ iAt
et donc
|1 — wyiAt] 0
0 |1+ iAt]
Donc le caractére inconditionnellement instable du schéma d’EULER explicite est la
valeur absolue de minimum de valeur propre est supérieur a 1.

mo = [ ] avec |mo|<1

3.1 Résolution de I""equation (1) avec un schéma d’EULER implicite
méthode 1 : sans la matrice d'amplification

clear all

dt2 = 0.01;

T0=3;

q0 =1,
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dg0=0;

w0 = 2+pi;

wOc = wO*w0;

t2 = (0:dt2:10)’;

np2 = size(t2,1);

g2 = zeros(np2,1);

dg2 = zeros(np2,1);

energ?2 = zeros(np2,1);

a2(1) = q0;

dg2(1) = dq0;

forinc = 2:np2

g2(inc) = (g2(inc-1) + dt2 * dg2(inc-1))/(1 + wOc * dt2 » dt2);
ddgc = -wOc * g2(inc);

dg2(inc) = dg2(inc-1) + dt2 = ddqc;

end

energ?2 = 0.5%(dg2 .x dg2 + wOc * (g2.1\2));
plot(t2,g2,'b-",'Linewidth’,3)

grid on

méthode 2 : avec la matrice d'amplification
clear all

dt2 = 0.01;

T0=3;

q0 =1,

dg0=0;

w0 = 2*pi;

wOc = wO*w0;

t2 = (0:dt2:10)';

np2 = size(t2,1);

g = [90;dq0];

g2b = zeros(np2,1);

dg2b = zeros(np2,1);

92b(1) = q0;

dg2b(1) = dqO;
A=[1,dt2;-w0Oc*dt2,1];
A=A/ + wOc * dt2 » dt2);
forinc =2 : np2

q=Axqg;

a2b(inc) = a(1);

dg2b(inc) = q(2);

end;

energ2m = 0.5x(dg2b .* dg2b+ wOc * (q2b .A2));
plot(t2,g2b,'b-','Linewidth’,3)
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3.2
En prenant le pas de temps dt=0.01s, les valeurs de g obtient par les trois méthodes sont

comme la suite :

m— solution exacte
15"+ —colution explicite
= solution implicite

-2

33
On peut obtenir le résultat que plus le pas de dt est petit, plus I'atténuation des
oscillations est faible.

— dt=0.01

08 dt=0.008 | T

06f

04T

02f

027

04 r

06

087

34
On peut trouver que La quantité Ex par methode EULER implicite est plus petit que
la valeur exacte et La quantité Ex associée par methode EULER est plus grand.
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3.5

70

— solution exacte
—c0|ution explicite
s sa|ution implicite

N

60

Selon la figure de changement de la quantité de E* , on peut obtenir que plus le
pas de temps est petit, plus la vitesse d’augmentation est petite.

20

e =0.01
s 10,008
18 1

En determinant numériquement les valeurs propres de la matrice d’amplification en
fonction du pas de temps At du schéma d’EULER implicite.
close all;
clc;
dtl=sym('dtl’, 'real);
wO0= sym('w0','real");

A=[1,-dt1,0;0,1,-dt1; wO*w0, 0, 1];
B=[1,0,0;0,1,0;0 0,0];

C= A\B;

[z.d] = eig(C);

simplify(d);

mo=abs(d);

eval(mo);

les valeurs propres sont donc:
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4.2

o~

0O ——
d= Atwy + 1

1
0 0 _—
Atwyi +1
et donc
0 0 0
: 0
mo = |Atwo+il avec |mo| <1

0 0 !

|Atwgi+1]|

Le caractére inconditionnellement stable ssi la valeur absolue de minimum de valeur
propre est supérieure a 1.

Résolution de I'équation avec un schéma de RUNGE KUTTA

G+ we*q=0
En posent
{x1 q
X2 =(q
Alors
{ X1 =X,
Xy = —wo?x;
D'ou

G- ol

On programme la résolution de I'équation du mouvement a l'aide d’'un schéma
de RUNGE KUTTA.

clear all

clc;

T0=3;

q0 =1,
dqg0=0;

w0 = 2*pi;
wOc = wO*w0;
dt3 = 0.01;

t3 = (0:dt3:T0)’;

np3 = size(t3,1);

g3 = zeros(np3,1);
dg3 = zeros(np3,1);
energ3 = zeros(np3,1);
q3(1) = q0;

dg3(1) = dq0;

aj = [q0 ; dq0J;
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4.3

44

C =10 1; -w0c 0F;
forinc = 2 : np3
k1l = C*qj;

k2 = Cx(gj+k1*dt3/2);

k3 = Cx(qgj+k2*dt3/2);

k4 = Cx(qj+k3*dt3);

K = (k1 + 2*k2 + 2+k3 + k4)/6;
gj =qj + K*dt3;

g3(inc) = qj(1);

da3(inc) = qj(2);

end

energ3 = 0.5%(dg3 . dg3 + wOc * (g3./2));
plot(t3,g3, '-r','Linewidth’,2)
plot(t3,energ3,'r-','Linewidth’,3)

On peut trouver que la valeur de methode schéma d’EULER explicite est plus
grande que celle exacte et la valeur de methode schéma d’'EULER implicite est plus
petite et elle est divergente. Mais la valeur de methode schéma de RUNGE KUTTA est

presque la méme que celle exacte.

2
15671 J
1
0.5 \ o
1
or A | J J
\
05
At
——solution exacte
-1.5 | m— olution explicite
solution implicite
> solution de RUNGE KUTTA |
] 05 1 15 2 25 3

On peut trouver que la solution du schéma de RUNGE KUTTA a la méme de quantité
avec la solution exacte, mais la solution d’'un schéma d’EULER explicite et d’'un schéma
d’EULER implicite sont pas précises.
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0
m— 0 |ution exacte

| — 0 |UtiON explicite

60 solution implicite
solution de RUNGE KUTTA
50
40 r
or
20
10
0 |
] 0.5 1 15 2 25

Etude d’un oscillateur linéaire amorti a un degré de liberté

11
Résolution avec un schéma d’EULER explicite
W=2*pi;
e=0.02;
woc=wx(1-eN2)A(0.5);
dt=2xe/w;
T0=1;
x=0.01;
xd=0;
Al=[1 dt;-wA2*dt 1-2*exwxdt];
U=[x;xd];
Y1=[];
for j=1:(10xT0/dt)
Y1()=U(2);
U=A1*U;
end;
abs(eig(Al))
J=linspace(0,10+T0,10+T0/dt);
YO=(exp(-e*w=*])).*(xxcos(wocx])+(exwxx+xd)*(sin(woc*J))/woc);
dt2=1.5+dt;
dt3=0.05*dt;
A2=[1 dt2;-wN2xdt2 1-2*e*w*dt2];
U=[x;xd];
Y2=[];
for j=1:(10+T0/dt2)
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Y2()=U(1);

U=A2xU;

end

A3=[1 dt3;-wA2xdt3 1-2*exwxdt3];
U=[x;xd];

Y3=[];

for j=1:(10xT0/dt3)

Y3()=U(1);

U=A3*U;

end
K=linspace(0,10+T0,10xT0/dt2);
L=linspace(0,10+T0,10xT0/dt3);
figure(1)

plot(L,Y3,'k"); hold on

plot(K,Y2,'g"); hold on

plot(J,Y1,'b"); hold on

plot(J,YO,'r', Linewidth’,2);
title('schema explicite');
legend('dt3=0.05+dt’,'dt2=1.5+dt",'dt=2*e/w','solution exacte’);
grid on;

la sortie est suivente:

schema explicite
0.02 T T

deltaT3=0.05"deltaT
deltaT2=1.5"deltaT
deltaT=2"epsilon/omega
solution exacte

0.015

0.01

0.005

0r

-0.005

-0.01 1

-0.015

-0.02 1 1 I 1 1 1 1 I 1

1.1a) Si on choisit
2¢e
At > —
Wo
La solution explicite est plus grand que la solution exacte, et il est divergente. La
solution est croissante.
1.1b) Si on choisit
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2¢e
At =—
Wo
La solution explicite est plus grand que la solution exacte, et il est constante.
1.1c) Si on choisit
2¢e
At < —
Wo
La solution explicite est plus grand que la solution exacte, et il est divergente. La
solution est décroissant, mais il est toujours grand que la solution exacte.

1.1d)- Les criteres permettant d'étudier la précision de la solution :
[ 1 At ] _a
—wo?At 1 —2swoAt]| ~

det(AI—A) =0

0<ex1
doncona

1
A=1-— EwoAt + lwoAt[l - 82]E

alors que |4] <1
donc

At < E

Wo
Quand % < 0.05, la solution calculée présente-t-elle une précision suffisante.
wo

Y30=(exp(e*wx*L)).x(x*cos(wocxL)+(e*w*x+xd)*(sin(wocxL))/woc);
figure(2)
plot(L,(Y3-Y30));
title('erreur");
grid on

«10™ erreur
T

1.5 f I a i [ f
\ | N |
o5 N [ | AR |

05 .
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1.2
Résolution avec un schéma d’EULER implicite
Xn1 = Xn + Atxyiq
Xpy1 = Xn + At X X541 = Xn + At (—28WoXn 11 — Wo*Xnt1)
X, = —2EWoX, — WolXy,
—Atxpi1 + X4 = Xp
(1 + 2ewoAt) Xy 1 + Wo2Atxp 4 = Xp
1 —At ][xn+1] _ [xn]
wo?At 1+ 2ewoAt| Lyl 1x,
syms dtx
B=[1 -dtx; wA2xdtx 1+2*exwxdtx];
eig(B/(-1))
1.3

On évalue numériguement la solution de I'’équation sur l'intervalle de temps [ O
100T0 ] avec un schéma de RUNGE KUTTA.
13.a)
Calculer la solution obtenue pour les trois valeurs suivantes du coefficient h :
h = 0.04 h =0.96 h =104

clear all;

clc;

w0 = 2*pi;
e=0.02;
T0=1;
x0=0.01;
dx0=0;

wOc = wO*w0;
hl = 0.04;

dt1=h1*2*sqrt(2)/w0;
t = (0:dt1:100+T0)"
np = size(t,1);

x1 = zeros(np,1);

dx1 = zeros(np,1);

x1(1) = x0;
dx1(1) = dx0;
xj = [x0 ; dx0];

A = [-1 1,0 wOcxdt1];
B = [0 dt1;1 -(1+2*exw0*dtl)];

C = inv(B)*A;
forinc=2:np
k1l = C*xj;

k2 = Cx(xj+k1+dt1/2);
k3 = Cx(xj+k2+dt1/2);
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k4 = Cx(xj+k3+dtl);

K = (k1 + 2*k2 + 2*xk3 + k4)/6;
Xj = Xj + K= dtl;

x1(inc) = xj(1);

dx1(inc) = xj(2);

end;

plot(t,x1, '-r','Linewidth’,2)
hold on;

W=2*pi;

e=0.02;

W=wx*(1-e72)7(0.5);

dt=2xe/w;

TO=1;

x=0.01;

xd=0;
J=linspace(0,100+T0,100xTO/dt);
YO=(exp(-e*w=*])).*(xxcos(W=*])+(exwxx+xd)*(sin(W=J))/W);
plot(J,YO,' k', Linewidth',2);
legend('h=0.04",'solution exacte');
grid on;

les sorties sont suiventes:

0 0 20 30 40 50 60

100
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On peut trouver que quand h=0.04 et h=0.96, les résultats sont stable et h=1.04
n'est pas stable. Et h=0.04 est plus précise que h=0.96 et h=1.04.

Etude d’un double pendule avec I'hypoth’ese des petits mouvements

1.
Résolution avec un schéma de NEWMARK explicite
1.1)
Ecrivez la matrice d’amplification.
Ona
Ant1 = Gn + Atqn + At*(0.5 = gy + At By
Qn+1 = Gn + AL(1 = ¥) Gy + Aty Qs
Ine1 = —Wo qn41
Donc
1 0 —pAL?|19n+1 1 At At?(0.5-pB)][9n
0 1 —yAt QT{‘+1] =lo 1 At(1-y) l [qnl
we? 0 1 An+1 0 0 0 dn
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Et
Gns1 = — 00 Gns1
Gn = _(UOZQn
ona [1 + BAt2w,? 0] qn+1] B [1 — At%2(0.5 — Bwy? At qn]
YAtwy? 1 1 Gnsad ™ (¥ — DAtw,? 11190
qn+1 an
Bl T |=C]|.
Comme B[+ =c ||
In+1 _ -1 dn
Donc [Qn'+1] =(B™"xC() [q.n]
matrice d’amplification
A= (B 1x0()
" wo?At? At
_ 2(1 + BAt?wy?) 1+ BAt2 w2
B wo2At? wy2At?
—wo?At[1 — =120 ] V%o

C2(1+ BAt2we?) T 2(1 + BAt2w,?)

Car =0,y=05

Ona
(UOZAtZ
- At
A= 2
0.50)02At2 O.SwozAtz
~woAt[1 ——— 1-——

1.2)
A partir de cette matrice d'amplification, le pas de temps critique.

det[A—)\[é 2]:0

A2 =22 — (we?At?)?]+1=0
On souhaite que A< 0

Donc At? < — = 0.1
Wo

1.3)
La relation entre qq, Gy et gy :
G+weq=0
q(0) = q0,q(0) = gy
donc
o + wo?qo = 0

Oscillateur non linéaire a un degré de liberté

Résolution avec un schéma de NEWMARK explicite
11
Ona

Qj+1 = q; + Atq, + At3(0.5 — B)G, + At?Bq;iq
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12

QJ.+1 = q] + At(1 - V)QJ + AtVQJ.;—l

CIJ"+1 = _CUOZQj+1
Donc
10 —gAc|[9+] 1 At A2(05- 1D
0 1 —vAt||9+1|=f0 1 At(1-y) l 4
w? 0 1 q;+1 0 0 0 49,
Et
CIJ"+1 = _CUOZQj+1
4 = —wo’q;
ona [1 + BAt?wq? 0] [qj+1] B [1 — At%2(0.5 — Bwy?® At [qj]
yAtwy? 1 1q+1] — (y — DAtw,? 1114,
qj+1 Clj]
Bl . |= ;
Comme [%H] C g,
qj+1 _ qj
. = B 1 X [ . ]
oone [7] = @ <0l
matrice d’amplification
A= (B 1x0)
" wo?At? At
_ 2(1 + BAt?wy?) 1+ BAt2 w2
B wo2At? wy2At?
_(JJOZAt[l— Ywo ] _ Yo
2(1 + BAt?wy?) 2(1 + BAt?2wy?)
Car =0,y=05
Ona
(UOZAtZ
1- At
A= 2
O.S(L)OZAtZ O.SwOZAtZ
—wy?At[1 - > 1- >

La résolution de I'’équation différentielle (2) avec un schéma de NEWMARK explicite :
clear all

clc;

dtl = 0.02;
TO = 6;
w0 = 2*pi;
q0 =2
dqg0 = 0;
a=01,

wOc = wO*w0;

tl = (0:dt1:TO)';
npl = size(tl,1);

gl = zeros(npl,1);
dgl = zeros(npl,1);
q1(1) = q0;
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21

2.2

dgl(1) = dq0;

forinc = 2:npl

gl(inc) = g1(inc-1)*(1-0.5*wOc*dt1*dtl) + dtlxdgl(inc-1);

dgl(inc) = g1(inc-1)*wOc*dt1=(0.25*wOc*dt1*dtl-1) + dgl(inc-1)*(1-

0.25*w0c*dt1xdtl);

end

plot (t1,g1, '-g','Linewidth’,2)
grid on

4

3l -

On choisit At = 0.02 s. Les valeurs numériques de q(t) pour les valeurs de t égales

a0s, At, 2Atet Ty est

Q=0 =2
Qi=pnr = 1.9842
Q=2a¢ = 1.9371
q¢=1, = 3.5927

Résolution avec un schéma de NEWMARK implicite
On doit chercher a minimiser la correction entre la valeur exact et la valeur estimée.

Calcul de la correction :
f(éﬁﬂ + quu+1"ﬁ+1 + Aqj+1) =0

q;+1 + qu:i-l + woz(Q;+1 + ACIj+1) (1 + 3(Q}+1 + qu'+1)2) =0

. e af of .
f(qu +Aq)41, G541 + Aqj+1) =0= f(q]'+1'q]'+1) + Er Agjiq + 25 Aq;iq
Gj+1 qj+1
avec Aqjiq = BAt?Aq)4q
on obtient que
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2.3

. f(Gj1 9541 954+1)
qu+1 - af af
—— + 0.25 5——At?
aqj+1 6qj+1

Ona gjy;, =0
4}41 = 4; + 0.5At;
qv1 = q; + Atq; + 0.25At%G;
clear all
clc;
dt2 = 0.02;
T0O=6;
q0 =2
dg0=0;
a=01,
w0 = 2*pi;
wOc = wO*w0;
t2 = (0:dt2:70)’;
np2 = size(t2,1);
g2 = zeros(np2,1);
dg2 = zeros(np2,1);
g2(1) = q0;
dg2(1) = dq0;
ddg2(1) = 0;
forinc =2 :np2
g2(inc) = g2(inc-1)+dt2*dg2(inc-1)+0.25*dt2*dt2*ddqg2(inc-1);
dg2(inc) = dg2(inc-1)+0.5*dt2*ddqg2(inc-1);
ddg2(inc) = -wOc*g2(inc)*(1+a*g2(inc)*g2(inc));
end
plot(t2,g2,'b-",'Linewidth’,2)
grid on




