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Pendule simple 

Les équations de Lagrange: 

𝐿 = 𝐸𝑐 + 𝐸𝑝 =
𝐼

2
𝜃̇2 +  𝑚𝑔𝑑 cos𝜃 + 𝐶𝑡𝑒 

𝑑

𝑑𝑡
[
𝜕𝐿

𝜕𝜃̇
] −

𝜕𝐿

𝜕𝜃
= 𝑄 = 0 

 Avec 𝐸𝑐 =
𝐼

2
𝜃̇2 𝑙‘energie cinétique et 𝐸𝑝 = −𝑚𝑔𝑑 cos 𝜃 + 𝐶𝑡𝑒 l’ energie potentielle 

 Alors l’equation de mouvementpour un pendule simple : 

𝐼𝜃̈ + 𝑚𝑔𝑑 sin 𝜃 = 0 

 Dans le cas 𝜃 → 0, l’equation s’ecrit comme : 

𝐼𝜃̈ + 𝑚𝑔𝑑𝜃 = 0 

Oscillateur conservatif à un degré de liberté 

1.1        𝑞̈ + 𝜔0
2𝑞 = 0 

Soit 

q = exp (λt) 

Alors pour tout t>0, 

(𝜆2 + 𝜔0
2) exp(λt) = 0 

 Necessairement   

𝜆2 + 𝜔0
2 = 0 

la solution d’équation caractéristique est  

𝜆1 = 𝜔0𝑖,  𝜆2 = −𝜔0𝑖 

 Et donc  

q = 𝐶1 cos(𝜔0𝑡) + 𝐶2 sin(𝜔0𝑡) 

 d’après la condition initiale (4) 

{
1 = 𝐶1

0 = 𝜔0𝐶2
 

 On obtient alors la soultion de l’equation est : 

q = cos(2𝜋𝑡) 

 Programer la solution : 

clear all; 

close all; 

clc; 

T0 = 3; 

w0 = 2*pi; 

w0c = w0*w0; 

q0 =1; 

dq0 = 0; 

dte = 0.01 
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te = (0:dte:T0) ; % t=0:dte:3; 

tic; 

ind =1; 

for t= te 

q(ind) = q0 * cos(w0 * t) + dq0/w0 * sin(w0 * t) ; 

dq(ind) = -w0 * q0 * sin(w0 * t) + dq0 * cos(w0 * t) ; 

ddq(ind) = - w0c * q(ind) ; 

energe(ind) = 0.5*( dq(ind)* dq(ind) + w0c *(q(ind)^2)); 

ind = ind+1; 

end ; toc; 

q= q'; 

plot(te,q,te, dq,te, ddq, '-r','Linewidth',2) 

plot(q,dq,q, ddq, '-r','Linewidth',2) 

plot(q,ddq, '-r','Linewidth',2) 

plot(te,q, '-r','Linewidth',2) 

grid on; 

 

1.2 

  

𝐸∗ =
1

2
(𝑞̇ + 𝜔0

2𝑞2) 

 Avec  

q = cos(2𝜋𝑡) 

𝑞̇ = −2πsin (2πt) 

 D’ou  

𝐸∗ =
1

2
(4𝜋2𝑠𝑖𝑛2(2πt) + 4𝜋2𝑐𝑜𝑠2(2πt)) = 2𝜋2 

 Alors 𝐸∗ constante 

 

2.1  

𝑞̈ + 𝜔0
2𝑞 = 0 

 Et on a  

|
𝑞𝑗+1

𝑞𝑗+1̇
= |

𝑞𝑗

𝑞𝑗̇
+ ∆𝑡 × |

𝑞𝑗̇

𝑞𝑗̈
 

 Donc  

𝑞𝑗+1 = 𝑞𝑗 + ∆𝑡 ∗ 𝑞̇𝑗 

𝑞𝑗+1 = 𝑞̇𝑗 + ∆𝑡 ∗ 𝑞̈𝑗. 

 Et  

𝑞̈𝑗 = −𝑤0
2 
∗ 𝑞𝑗 

 D’ou le resultat. 
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2.2 Résolution de l’équation (1) avec un schéma d’EULER explicite 

 méthode 1 : sans la matrice d’amplification 

clear all 

dt1 = 0.01;  

T0=3 ; 

q0 =1;  

dq0=0;  

w0 = 2*pi; 

w0c = w0*w0; 

t1 = (0:dt1:T0)'; 

np1 = size(t1,1); 

q1 = zeros(np1,1); 

dq1 = zeros(np1,1); 

ddq1 = zeros(np1,1); 

energ1 = zeros(np1,1); 

q1(1) = q0; 

dq1(1) = dq0; 

ddq1(1) = -w0c * q1(1); 

for inc = 2 : np1; 

q1(inc) = q1(inc-1) + dt1 * dq1(inc-1); 

dq1(inc) = dq1(inc-1) + dt1 * ddq1(inc-1) ; 

ddq1(inc) = -w0c * q1(inc); 

end; 

energ1 = 0.5*(dq1 .* dq1 + w0c * (q1 .^2)); 

plot(t1,q1,'b-','Linewidth',3); 

 

méthode 2 : avec la matrice d’amplification 

clear all 

dt1 = 0.01;  

T0=3 ; 

q0 =1;  

dq0=0;  

w0 = 2*pi; 

w0c = w0*w0; 

t1 = (0:dt1:T0)';  

np1 = size(t1,1); 

q = [q0;dq0]; 

q1b = zeros(np1,1) ; 

q1b(1) = q0 ; 

A = [1 , dt1 ; -w0c * dt1 , 1]; 

for inc = 2 : np1; 

q = A * q ; 

q1b(inc) = q(1); 

dq1b(inc) = q(2); 
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end; 

plot(t1,q1b,'b-','Linewidth',3) 

plot(dq1b,q1b,'b-','Linewidth',3); 

 

  On change le pas de temps, 

D’apres le fugure, on puet voir que les résultats sont divergents. Et plus le pas de 

temps dt est petit, plus la divergence est lente. 

 

2.4 
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La quantité E* resoule par methode EULER explicite est plus grand que la valeur celle 

calculée à partir de la solution exacte. Et plus le pas de temps est petit, plus l’erreur est 

petit. 

 

2.5 

On va calculer numériquement les valeurs propres de la matrice d’amplification en 

fonction du pas de temps ∆t 

 dt1= sym('dt1','real'); w0= sym('w0','real'); 

A = [1 , dt1 ; -1 * w0 * w0 * dt1 , 1] 

[z,d]=eig(A) 

re = real(d) 

im = imag(d) 

mo=abs(d) 

zm= inv(z);  

C= z * (d * zm);  

C = simplify(C) 

 

 Les valeurs propres sont donc : 

d = [
1 − 𝜔0𝑖∆𝑡 0

0 1 + 𝑖∆𝑡
] 

 et donc 

mo = [
|1 − 𝜔0𝑖∆𝑡| 0

0 |1 + 𝑖∆𝑡|
] avec |mo|<1 

Donc le caractère inconditionnellement instable du schéma d’EULER explicite est la 

valeur absolue de minimum de valeur propre est supérieur à 1. 

 

3.1 Résolution de l’´equation (1) avec un schéma d’EULER implicite 

méthode 1 : sans la matrice d’amplification 

clear all 

dt2 = 0.01;  

T0=3 ; 

q0 =1;  
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dq0=0 ;  

w0 = 2*pi; 

w0c = w0*w0; 

t2 = (0:dt2:T0)'; 

np2 = size(t2,1); 

q2 = zeros(np2,1); 

dq2 = zeros(np2,1); 

energ2 = zeros(np2,1); 

q2(1) = q0; 

dq2(1) = dq0; 

for inc = 2 : np2 

q2(inc) = (q2(inc-1) + dt2 * dq2(inc-1))/(1 + w0c * dt2 * dt2); 

ddqc = -w0c * q2(inc); 

dq2(inc) = dq2(inc-1) + dt2 * ddqc; 

end 

energ2 = 0.5*(dq2 .* dq2 + w0c * (q2.^2)); 

plot(t2,q2,'b-','Linewidth',3) 

grid on 

 

méthode 2 : avec la matrice d’amplification 

clear all 

dt2 = 0.01;  

T0=3 ; 

q0 =1;  

dq0=0 ;  

w0 = 2*pi; 

w0c = w0*w0; 

t2 = (0:dt2:T0)'; 

np2 = size(t2,1); 

q = [q0;dq0]; 

q2b = zeros(np2,1); 

dq2b = zeros(np2,1); 

q2b(1) = q0; 

dq2b(1) = dq0; 

A = [1 , dt2 ; -w0c * dt2 , 1]; 

A = A / (1 + w0c * dt2 * dt2); 

for inc = 2 : np2 

q = A * q; 

q2b(inc) = q(1); 

dq2b(inc) = q(2); 

end; 

energ2m = 0.5*(dq2b .* dq2b+ w0c * (q2b .^2)); 

plot(t2,q2b,'b-','Linewidth',3) 
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3.2  

En prenant le pas de temps dt=0.01s, les valeurs de q obtient par les trois méthodes sont 

comme la suite : 

 

3.3 

On peut obtenir le résultat que plus le pas de dt est petit, plus l’atténuation des 

oscillations est faible. 

 

3.4 

On peut trouver que La quantité E* par methode EULER implicite est plus petit que 

la valeur exacte et La quantité E* associée par methode EULER est plus grand. 
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Selon la figure de changement de la quantité de 𝐸∗  , on peut obtenir que plus le 

pas de temps est petit, plus la vitesse d’augmentation est petite. 

 

3.5  

En determinant numériquement les valeurs propres de la matrice d’amplification en 

fonction du pas de temps ∆t du schéma d’EULER implicite. 

close all;  

clc; 

dt1= sym('dt1','real'); 

w0= sym('w0','real'); 

A = [1 ,-dt1 ,0 ; 0 ,1 ,-dt1; w0 * w0, 0 , 1]; 

B = [1 ,0 ,0 ; 0 ,1, 0; 0, 0 ,0]; 

C= A\B; 

[z,d] = eig(C); 

simplify(d); 

mo=abs(d); 

eval(mo); 

 

les valeurs propres sont donc: 
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d =

[
 
 
 
 
0 0 0

0
𝑖

∆𝑡𝜔0 + 𝑖
0

0 0
1

∆𝑡𝜔0𝑖 + 1]
 
 
 
 

 

et donc  

 𝑚𝑜 =

[
 
 
 
0 0 0

0
1

|∆𝑡𝜔0+𝑖|
0

0 0
1

|∆𝑡𝜔0𝑖+1|]
 
 
 
 avec |mo| <1 

 Le caractère inconditionnellement stable ssi la valeur absolue de minimum de valeur 

propre est supérieure à 1. 

 

4.1 

Résolution de l’équation avec un schéma de RUNGE KUTTA 

𝑞̈ + 𝜔0
2𝑞 = 0 

En posent  

{
𝑥1 = 𝑞
𝑥2 = 𝑞̇ 

 Alors  

{
𝑥1̇ = 𝑥2

𝑥2̇ = −𝜔0
2𝑥1

 

 D’ou  

[
𝑥1̇

𝑥2̇
] = [

0 1
−𝜔0

2 0
] [

𝑥1

𝑥2
] 

4.2 

On programme la résolution de l’équation du mouvement à l’aide d’un schéma 

de RUNGE KUTTA. 

 clear all 

clc; 

T0=3; 

q0 =1;  

dq0=0;  

w0 = 2*pi; 

w0c = w0*w0; 

dt3 = 0.01; 

t3 = (0:dt3:T0)'; 

np3 = size(t3,1); 

q3 = zeros(np3,1); 

dq3 = zeros(np3,1); 

energ3 = zeros(np3,1); 

q3(1) = q0; 

dq3(1) = dq0; 

qj = [q0 ; dq0]; 
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C = [0 1; -w0c 0]; 

for inc = 2 : np3 

k1 = C*qj; 

k2 = C*(qj+k1*dt3/2); 

k3 = C*(qj+k2*dt3/2); 

k4 = C*(qj+k3*dt3); 

K = (k1 + 2*k2 + 2*k3 + k4)/6; 

qj = qj + K * dt3; 

q3(inc) = qj(1); 

dq3(inc) = qj(2); 

end 

energ3 = 0.5*(dq3 .* dq3 + w0c * (q3.^2)); 

plot(t3,q3, '-r','Linewidth',2) 

plot(t3,energ3,'r-','Linewidth',3) 

 

4.3 

On peut trouver que la valeur de methode schéma d’EULER explicite est plus 

grande que celle exacte et la valeur de methode schéma d’EULER implicite est plus 

petite et elle est divergente. Mais la valeur de methode schéma de RUNGE KUTTA est 

presque la même que celle exacte. 

 

4.4 

On peut trouver que la solution du schéma de RUNGE KUTTA a la même de quantité 

avec la solution exacte, mais la solution d’un schéma d’EULER explicite et d’un schéma 

d’EULER implicite sont pas précises. 
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Étude d’un oscillateur linéaire amorti à un degré de liberté 

1.1 

 Résolution avec un schéma d’EULER explicite 

w=2*pi; 

e=0.02; 

woc=w*(1-e^2)^(0.5); 

dt=2*e/w; 

T0=1; 

x=0.01; 

xd=0; 

A1=[1 dt;-w^2*dt 1-2*e*w*dt]; 

U=[x;xd]; 

Y1=[]; 

for j=1:(10*T0/dt) 

Y1(j)=U(1); 

U=A1*U; 

end; 

abs(eig(A1)) 

J=linspace(0,10*T0,10*T0/dt); 

Y0=(exp(-e*w*J)).*(x*cos(woc*J)+(e*w*x+xd)*(sin(woc*J))/woc); 

dt2=1.5*dt; 

dt3=0.05*dt; 

A2=[1 dt2;-w^2*dt2 1-2*e*w*dt2]; 

U=[x;xd]; 

Y2=[]; 

for j=1:(10*T0/dt2) 
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Y2(j)=U(1); 

U=A2*U; 

end 

A3=[1 dt3;-w^2*dt3 1-2*e*w*dt3]; 

U=[x;xd]; 

Y3=[]; 

for j=1:(10*T0/dt3) 

Y3(j)=U(1); 

U=A3*U; 

end 

K=linspace(0,10*T0,10*T0/dt2); 

L=linspace(0,10*T0,10*T0/dt3); 

figure(1) 

plot(L,Y3,'k'); hold on 

plot(K,Y2,'g'); hold on 

plot(J,Y1,'b'); hold on 

plot(J,Y0,'r','Linewidth',2); 

title('schema explicite'); 

legend('dt3=0.05*dt','dt2=1.5*dt','dt=2*e/w','solution exacte'); 

grid on; 

 

la sortie est suivente: 

 
1.1a) Si on choisit  

∆t >
2𝜀

𝜔0
 

La solution explicite est plus grand que la solution exacte, et il est divergente. La 

solution est croissante. 

1.1b) Si on choisit  
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∆t =
2𝜀

𝜔0
 

La solution explicite est plus grand que la solution exacte, et il est constante. 

1.1c) Si on choisit  

∆t <
2𝜀

𝜔0
 

La solution explicite est plus grand que la solution exacte, et il est divergente. La 

solution est décroissant, mais il est toujours grand que la solution exacte. 

1.1d)- Les critères permettant d’étudier la précision de la solution : 

[
1 ∆𝑡

−𝜔0
2∆𝑡 1 − 2ε𝜔0∆𝑡

] = A 

det(λI − A) = 0 

0 < ε < 1 

donc on a  

λ = 1 − ε𝜔0∆𝑡 ± 𝑖𝜔0∆𝑡[1 − 𝜀2]
1
2 

alors que |𝜆| < 1 

donc  

∆t <
2𝜀

𝜔0
 

Quand 
∆𝑡
2𝜀

𝜔0

≤ 0.05, la solution calculée présente-t-elle une précision suffisante. 

 Y30=(exp(e*w*L)).*(x*cos(woc*L)+(e*w*x+xd)*(sin(woc*L))/woc); 

figure(2) 

plot(L,(Y3-Y30)); 

title('erreur'); 

grid on 
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1.2 

 Résolution avec un schéma d’EULER implicite 

  

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 + ∆𝑡𝑥𝑛+1̇  

𝑥𝑛+1̇ = 𝑥𝑛̇ + ∆𝑡 × 𝑥𝑛+1̈ = 𝑥𝑛̇ + ∆𝑡(−2𝜀𝜔0𝑥𝑛+1̇ − 𝜔0
2𝑥𝑛+1) 

𝑥𝑛̈ = −2𝜀𝜔0𝑥𝑛̇ − 𝜔0
2𝑥𝑛 

−∆t𝑥𝑛+1̇ + 𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 

(1 + 2𝜀𝜔0∆𝑡)𝑥𝑛+1̇ + 𝜔0
2∆𝑡𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛̇ 

[
1 −∆𝑡

𝜔0
2∆𝑡 1 + 2𝜀𝜔0∆𝑡

] [
𝑥𝑛+1

𝑥𝑛+1̇
] = [

𝑥𝑛

𝑥𝑛̇
] 

 syms dtx 

B=[1 -dtx; w^2*dtx 1+2*e*w*dtx]; 

eig(B^(-1)) 

 

1.3 

On évalue numériquement la solution de l’équation sur l’intervalle de temps [ 0 

100T0 ] avec un schéma de RUNGE KUTTA. 

1.3.a)  

Calculer la solution obtenue pour les trois valeurs suivantes du coefficient h : 

h = 0.04  h = 0.96  h = 1.04 

clear all; 

clc; 

w0 = 2*pi; 

e=0.02; 

T0=1; 

x0=0.01; 

dx0=0; 

w0c = w0*w0; 

h1 = 0.04; 

dt1=h1*2*sqrt(2)/w0; 

t = (0:dt1:100*T0)'; 

np = size(t,1); 

x1 = zeros(np,1); 

dx1 = zeros(np,1); 

x1(1) = x0; 

dx1(1) = dx0; 

xj = [x0 ; dx0]; 

A = [-1 1;0 w0c*dt1]; 

B = [0 dt1;1 -(1+2*e*w0*dt1)]; 

C = inv(B)*A; 

for inc = 2 : np 

k1 = C*xj; 

k2 = C*(xj+k1*dt1/2); 

k3 = C*(xj+k2*dt1/2); 
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k4 = C*(xj+k3*dt1); 

K = (k1 + 2*k2 + 2*k3 + k4)/6; 

xj = xj + K * dt1; 

x1(inc) = xj(1); 

dx1(inc) = xj(2); 

end; 

plot(t,x1, '-r','Linewidth',2) 

hold on; 

 

w=2*pi; 

e=0.02; 

W=w*(1-e^2)^(0.5); 

dt=2*e/w; 

T0=1; 

x=0.01; 

xd=0; 

J=linspace(0,100*T0,100*T0/dt); 

Y0=(exp(-e*w*J)).*(x*cos(W*J)+(e*w*x+xd)*(sin(W*J))/W); 

plot(J,Y0,'k','Linewidth',2); 

legend('h=0.04','solution exacte'); 

grid on; 

 

 les sorties sont suiventes: 
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On peut trouver que quand h=0.04 et h=0.96, les résultats sont stable et h=1.04 

n’est pas stable. Et h=0.04 est plus précise que h=0.96 et h=1.04. 

 

Etude d’un double pendule avec l’hypoth`ese des petits mouvements 

1.  

Résolution avec un schéma de NEWMARK explicite 

1.1) 

Ecrivez la matrice d’amplification. 

 On a 

q𝑛+1 = 𝑞𝑛 + ∆𝑡𝑞𝑛̇ + ∆𝑡2(0.5 − 𝛽)𝑞𝑛̈ + ∆𝑡2𝛽𝑞𝑛+1̈  

𝑞𝑛+1̇ = 𝑞𝑛̇ + ∆𝑡(1 − 𝛾)𝑞𝑛̈ + ∆𝑡𝛾𝑞𝑛+1̈  

𝑞𝑛+1̈ = −𝜔0
2𝑞𝑛+1 

 Donc  

[
1 0 −𝛽∆𝑡2

0 1 −𝛾∆𝑡

𝜔0
2 0 1

] [

𝑞𝑛+1

𝑞𝑛+1̇
𝑞𝑛+1̈

] = [
1 ∆𝑡 ∆𝑡2(0.5 − 𝛽)

0 1 ∆𝑡(1 − 𝛾)
0 0 0

] [

𝑞𝑛

𝑞𝑛̇

𝑞𝑛̈

] 



TIMO_MengChao_ZY1824158 

 Et  

𝑞𝑛+1̈ = −𝜔0
2𝑞𝑛+1 

𝑞𝑛̈ = −𝜔0
2𝑞𝑛 

 On a [
1 + 𝛽∆𝑡2𝜔0

2 0

𝛾∆𝑡𝜔0
2 1

] [
𝑞𝑛+1

𝑞𝑛+1̇
] = [

1 − ∆𝑡2(0.5 − 𝛽)𝜔0
2 ∆𝑡

(𝛾 − 1)∆𝑡𝜔0
2 1

] [
𝑞𝑛

𝑞𝑛̇
] 

 Comme 𝐵 [
𝑞𝑛+1

𝑞𝑛+1̇
] = 𝐶 [

𝑞𝑛

𝑞𝑛̇
] 

 Donc [
𝑞𝑛+1

𝑞𝑛+1̇
] = (𝐵−1 × 𝐶) [

𝑞𝑛

𝑞𝑛̇
] 

 matrice d’amplification 

 A = (𝐵−1 × 𝐶) 

=

[
 
 
 
 1 −

𝜔0
2∆𝑡2

2(1 + 𝛽∆𝑡2𝜔0
2)

∆𝑡

1 + 𝛽∆𝑡2𝜔0
2

−𝜔0
2∆𝑡[1 −

𝛾𝜔0
2∆𝑡2

2(1 + 𝛽∆𝑡2𝜔0
2)

] 1 −
𝛾𝜔0

2∆𝑡2

2(1 + 𝛽∆𝑡2𝜔0
2)]

 
 
 
 

 

 Car β = 0, γ = 0.5 

 On a  

A =

[
 
 
 1 −

𝜔0
2∆𝑡2

2
∆𝑡

−𝜔0
2∆𝑡[1 −

0.5𝜔0
2∆𝑡2

2
] 1 −

0.5𝜔0
2∆𝑡2

2 ]
 
 
 

 

1.2)  

A partir de cette matrice d’amplification, le pas de temps critique. 

det [A − λ [
1 0
0 1

]] = 0 

𝜆2 − 𝜆[2 − (𝜔0
2∆𝑡2)2] + 1 = 0 

 On souhaite que ∆≤ 0 

 Donc ∆𝑡2 ≤
4

𝜔0
2
= 0.1 

1.3)  

La relation entre 𝑞0, 𝑞0̇ 𝑒𝑡 𝑞0̈ : 

𝑞̈ + 𝜔0
2𝑞 = 0 

q(0) = 𝑞0, 𝑞̇(0) = 𝑞0̇ 

 donc  

𝑞0̈ + 𝜔0
2𝑞0 = 0 

 

Oscillateur non linéaire à un degré de liberté 

1.  

Résolution avec un schéma de NEWMARK explicite 

1.1 

On a 

qj+1 = 𝑞𝑗 + ∆𝑡𝑞𝑗̇ + ∆𝑡2(0.5 − 𝛽)𝑞𝑗̈ + ∆𝑡2𝛽𝑞𝑗+1̈  
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𝑞𝑗+1̇ = 𝑞𝑗̇ + ∆𝑡(1 − 𝛾)𝑞𝑗̈ + ∆𝑡𝛾𝑞𝑗+1̈  

𝑞𝑗+1̈ = −𝜔0
2𝑞𝑗+1 

Donc  

[
1 0 −𝛽∆𝑡2

0 1 −𝛾∆𝑡

𝜔0
2 0 1

] [

𝑞𝑗+1

𝑞𝑗+1̇

𝑞𝑗+1̈
] = [

1 ∆𝑡 ∆𝑡2(0.5 − 𝛽)

0 1 ∆𝑡(1 − 𝛾)
0 0 0

] [

𝑞𝑗

𝑞𝑗̇

𝑞𝑗̈

] 

 Et  

𝑞𝑗+1̈ = −𝜔0
2𝑞𝑗+1 

𝑞𝑗̈ = −𝜔0
2𝑞𝑗 

 On a [
1 + 𝛽∆𝑡2𝜔0

2 0

𝛾∆𝑡𝜔0
2 1

] [
𝑞𝑗+1

𝑞𝑗+1̇
] = [

1 − ∆𝑡2(0.5 − 𝛽)𝜔0
2 ∆𝑡

(𝛾 − 1)∆𝑡𝜔0
2 1

] [
𝑞𝑗

𝑞𝑗̇
] 

 Comme 𝐵 [
𝑞𝑗+1

𝑞𝑗+1̇
] = 𝐶 [

𝑞𝑗

𝑞𝑗̇
] 

 Donc [
𝑞𝑗+1

𝑞𝑗+1̇
] = (𝐵−1 × 𝐶) [

𝑞𝑗

𝑞𝑗̇
] 

 matrice d’amplification 

 A = (𝐵−1 × 𝐶) 

=

[
 
 
 
 1 −

𝜔0
2∆𝑡2

2(1 + 𝛽∆𝑡2𝜔0
2)

∆𝑡

1 + 𝛽∆𝑡2𝜔0
2

−𝜔0
2∆𝑡[1 −

𝛾𝜔0
2∆𝑡2

2(1 + 𝛽∆𝑡2𝜔0
2)

] 1 −
𝛾𝜔0

2∆𝑡2

2(1 + 𝛽∆𝑡2𝜔0
2)]

 
 
 
 

 

 Car β = 0, γ = 0.5 

 On a  

A =

[
 
 
 1 −

𝜔0
2∆𝑡2

2
∆𝑡

−𝜔0
2∆𝑡[1 −

0.5𝜔0
2∆𝑡2

2
] 1 −

0.5𝜔0
2∆𝑡2

2 ]
 
 
 

 

 

1.2  

La résolution de l’équation différentielle (2) avec un schéma de NEWMARK explicite : 

clear all 

clc; 

dt1 = 0.02; 

T0 = 6; 

w0 = 2*pi; 

q0 = 2; 

dq0 = 0; 

a = 0.1; 

w0c = w0*w0; 

t1 = (0:dt1:T0)'; 

np1 = size(t1,1); 

q1 = zeros(np1,1); 

dq1 = zeros(np1,1); 

q1(1) = q0; 



TIMO_MengChao_ZY1824158 

dq1(1) = dq0; 

for inc = 2 : np1 

q1(inc) = q1(inc-1)*(1-0.5*w0c*dt1*dt1) + dt1*dq1(inc-1); 

dq1(inc) = q1(inc-1)*w0c*dt1*(0.25*w0c*dt1*dt1-1) + dq1(inc-1)*(1-

0.25*w0c*dt1*dt1); 

end 

plot (t1,q1, '-g','Linewidth',2) 

grid on 

 
1.3  

On choisit ∆t = 0.02 s. Les valeurs numériques de q(t) pour les valeurs de t égales 

à 0s , ∆t , 2∆t et 𝑇0 est  

q𝑡=0 =2 

q𝑡=∆𝑡 = 1.9842 

q𝑡=2∆𝑡 = 1.9371 

q𝑡=𝑇0
= 3.5927 

 

2.  

Résolution avec un schéma de NEWMARK implicite 

2.1  

On doit chercher à minimiser la correction entre la valeur exact et la valeur estimée. 

2.2  

Calcul de la correction : 

 f(𝑞̈𝑗+1
∗ + ∆𝑞𝑗+1̈ , 𝑞𝑗+1

∗ + ∆𝑞𝑗+1) = 0 

 𝑞̈𝑗+1
∗ + ∆𝑞𝑗+1̈ + 𝜔0

2(𝑞𝑗+1
∗ + ∆𝑞𝑗+1) (1 + a(𝑞𝑗+1

∗ + ∆𝑞𝑗+1)
2
) = 0 

f(𝑞̈𝑗+1
∗ + ∆𝑞𝑗+1̈ , 𝑞𝑗+1

∗ + ∆𝑞𝑗+1) = 0 = 𝑓(𝑞̈𝑗+1
∗ , 𝑞𝑗+1

∗ ) +
𝜕𝑓

𝜕𝑞𝑗+1
∗ ∆𝑞𝑗+1 +

𝜕𝑓

𝜕𝑞̈𝑗+1
∗ ∆𝑞𝑗+1̈  

avec ∆𝑞𝑗+1 = 𝛽∆𝑡2∆𝑞𝑗+1̈  

 on obtient que  
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∆𝑞𝑗+1̈ = −
𝑓(𝑞̈𝑗+1

∗ , 𝑞̇𝑗+1
∗ , 𝑞𝑗+1

∗ )

𝜕𝑓
𝜕𝑞̈𝑗+1

∗ + 0.25
𝜕𝑓

𝜕𝑞𝑗+1
∗ ∆𝑡2

 

2.3  

On a 𝑞̈𝑗+1
0 = 0 

𝑞̇𝑗+1
0 = 𝑞̇𝑗 + 0.5∆𝑡𝑞̈𝑗 

𝑞𝑗+1
0 = 𝑞𝑗 + ∆𝑡𝑞̇𝑗 + 0.25∆𝑡2𝑞̈𝑗 

clear all 

clc; 

dt2 = 0.02;  

T0 = 6 ; 

q0 = 2;  

dq0=0 ;  

a = 0.1; 

w0 = 2*pi; 

w0c = w0*w0; 

t2 = (0:dt2:T0)'; 

np2 = size(t2,1); 

q2 = zeros(np2,1); 

dq2 = zeros(np2,1); 

q2(1) = q0; 

dq2(1) = dq0; 

ddq2(1) = 0; 

for inc = 2 : np2 

q2(inc) = q2(inc-1)+dt2*dq2(inc-1)+0.25*dt2*dt2*ddq2(inc-1); 

dq2(inc) = dq2(inc-1)+0.5*dt2*ddq2(inc-1); 

ddq2(inc) = -w0c*q2(inc)*(1+a*q2(inc)*q2(inc)); 

end 

plot(t2,q2,'b-','Linewidth',2) 

grid on 

 
 


