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Exercice 3: Etude d’un double pendule avec ’hypothese des petits

mouvements

1. Newmark Explicite

1.1 Matrice d’amplification

Quand on choisit # = 0 et y = 0.5, on peut obtenir la matrice d’amplification

dans Matlab comme le suivant.

B =[2,1;1,1];

C= [2l0;0l1];

D = inv(B)x*C;

Ide = eye(2);

Zero = zeros(2);

Al = [Ide,Zero;hx0.5%g/a*D,Idel;

A2 = [Ide-h"2%0@.5%g/a*D,hxIde;—hx0.5%g/axD,Ide];
A = inv(Al1l)xA2;

A = simplify(A)

>> EX3_matrice_amplification

A =

[ 1 - (981xh~2)/50, (981xh~2) /100, h, 0]
[ (981%h~2) /50, 1 - (981xh~2)/50, 0, h]
[ (981xhx(2943%xh~2 - 200))/5000, -(981xhx(981xh"2 - 50))/2500, 1 - (981xh~2)/50, (981xh"2) /100]
[ -(981x%hx(981xh~2 — 50))/1250, (981xhx(2943%xh~2 - 200))/5000, (981xh”2) /50, 1 - (981xh"2)/50]

1.2 Pas de temps critique

On calcule les valeurs propres de la matrice d’amplification, et ensuite on

calcule le module de ces valeurs propres.

>> EX3_matrice_amplification
mo =

abs((981x2~(1/2)*h~2) /100 + (981xh~2)/50
abs((981%2~(1/2)xh~2)/100 + (981xh~2)/50
abs((981xh~2)/50 - (981%2~(1/2)*h"2)/100
abs((981%2~(1/2)%h”~2) /100 - (981%h"2)/50

(3%218"(1/2)*abs (h)*(1962x2~(1/2)xh~2 - 100%2~(1/2) + 2943xh"~2 - 200)~(1/2))/100 - 1)
(3%218"(1/2)*abs (h)*(1962%2~(1/2)xh~2 - 100%2~(1/2) + 2943%h"~2 - 200)~(1/2))/100 - 1)
(3%218"(1/2)*abs (h)*(100%2~(1/2) - 1962%2~(1/2)*h"2 + 2943xh"2 - 200)~(1/2))/100 - 1)
(3%218"(1/2)*abs (h)*(100%2~(1/2) - 1962%x2~(1/2)*h"2 + 2943xh~2 - 200)"~(1/2))/100 + 1)

+ 4+ 1+

Quand le module vaut 1, on peut obtenir le pas de temps critique.
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1.3 Relation entre gy, ¢, et {.

A partir de 1’équation originale, on prend ¢ = 0, et on peut obtenir la relation

comme la suivante.

1.4 Les 3 relations

Pour un schéma de Newmark explicite, les relations entre les variables aux

instants 7, et ¢, ;, quand on prend # = O et y = 0.5, s’écrivent comme les suivantes.

R
Gue1 = Gy + ALG, + EAtz%

1 1
i1 = A+ —ALG, + —Alj
9n+1 qn 9 qn 9 dn+1

Et ensuite, a partir de I’équation du mouvement, on peut obtenir la relation

suivante.
F 1
. 812 -1 0 . 1 -1
i1 === 5 5 |G T =ML | S| L
a ma NG

1.5 Programmation du résolution

Figure 1
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gamma = 0.5;
beta = 0;

h 1
t T0;

.00
0:h:
q(1,1) = o;
q(2,1) = o;
dq(1,1) = -1.31519275; .
dq(2,1) = -1.85996342; .
ddqoe(1) = o; ol |
ddqe(2) = o; [

theta/rad

for n = 2:length(t) 02|\
q(:,n) = q(:,n-1) + h % dq(:,n-1) + 0.5 % h"2 % ddqo(:);
ddq(:) = -g / a *x D * q(:,n) + FO / (m % a) *x sin(omega * t(n)) *x E % F;
dq(:,n) = dq(:,n-1) + 0.5 % h * (ddq@(:) + ddq(:)); 0s | |
ddqe(:) = ddq(:); © 1 2 & g 5 g g
end
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1.6 Les valeurs numériques

Quandr =0,

(0 .o (-131519275) .. . (0
q) = <0>’ 4= <—1.85996342>’ 40 = <0)
Quand r = Art,

q(1) = —0.026303855 1 (1) = —1.304827762917491 G ()
—0.0371992684 )° —1.845305114750158 )°

Quand r = 2At¢,
_( —0.0521931105167 .« (—1.273896237501174\ .. 2.056653833380742
q(t) = . g = . )=

1.036498708250947
1.465830524984192

—0.073812204590006 —1.801561332168207 2.908547733210906
Quand r = 25At = 0.5s,

(t) = —2.988247394554708e — 04 () = 1.314299175243450 i) = 0.003434423331617
—4.226024181761792¢ — 04 )° 1.858699716228809 /° 0.004857036113002

2. Newmark Implicite

2.1 Matrice d’amplification

Pour un schéma de Newmark implicite, on prend f# = 0.25 ety = 0.5, et on

peut obtenir la matrice d’amplification dans Matlab comme la suivante.

1- h =sym('h',"'real');
2- g =9.81;
3- a = 0.5;
4
5- B = [2;1;1;1];
6 — c = [2;0;0;1];
7 - D = inv(B)*C;
8 - Ide = eye(2);
9 - Zero = zeros(2);
10
11 - Al = [Ide+0.25%h"~2xg/a*D,Zero;hx0.5%g/axD, Ide];
12 - A2 = [Ide-h"2%@.25%g/a*D, hxIde;-hx0.5%g/axD,Ide];
13
14 - A = inv(A1l)*A2;
15 - A = simplify(A)
>> EX3_matrice_amplification_im
A=
[ -toszwoniva ~ aooool/(seziotars + Jozenouz + 20m00), - (96200se2), (00236104 ¢ 020002 4 Zo00n), (200sh(SB1NICE L 100))/ (S0 4 I0A0IE £ OO BT o) e oo © aeeol]
e aasetais + Josdmeincs - Somer, —(3528hs(SB1x1 S sam) ) amsetamed + Jobdmoines & domers o), (o6 a0T s + J90000M2 + 20000),  ~(36236141a — 2000 (0683614 + J92400um2 + 0000)]
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2.2 L’allure de 1’évolution

On programme la plus grande valeur propre dans Matlab, et on peut obtenir le

graphique comme le suivant.

[ XON ] Figure 1
Xt Y BEE WA IR RE ®O #EB ¥
DEede h AATDEA-2 0E oD

22 h* +109'2 abs(h) (392400 h? + (14111999720206615 h*)/4294967296 + 25159335920479/2147483

1.0000000000001

1.00000000000005 -

0.99999999999995 |-

0.9999999999999 -

I I . I I I . .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
h

Et donc, on peut conclure que c’est une constante qui vaut 1. Donc, le schéma

est stable.

2.3 Relation entre gy, gy et .

A partir de 1’équation originale, on prend ¢ = 0, et on peut obtenir la relation

comme la suivante.

2.4 Les vecteurs d’états du systeme

Pour un schéma de Newmark implicite, les relations entre les variables aux
instants 7, et f,.;, quand on prend f =0.25 et y =0.5, s’écrivent comme les

suivantes.
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A ST S
An+1 = 4y + Atqn + ZAtzqn + ZAtZQn+1

1 1
An+1 = 4y + EAIQn + EAtqul
Et ensuite, a partir de 1’équation du mouvement, on peut obtenir la relation

suivante.

g 812y +isina)t b1 }
n+1 a _2 2 n+1 ma n+1 _1 2 —_—

2.5 Programmation sur Matlab

1- m=2;
2 - a = 0.5;
3- g =09.8;
4-  Fo = 20;
B} omega = 2 * pi;
6 - TO = 8;
7= D = [2,-1;-2,2];
8- E = [1,-1;-1,2];
9- F=[1;1/sqrt(2)]1;
10 - Ide = eye(2);
11
12 - gamma = 0.5;
13 - beta = 0.25;
14
5|= h = 0.02;
16 - t = 0:h:TO;
17
18 - q(1,1) = 0;
19 - q(2,1) = 0;
20 - dq(1,1) = -1.31519275;
21 - dq(2,1) = -1.85996342;
22 - ddqe(1,1) = 0;
23~ ddqe(2,1) = o;
24
25 - for n = 2:length(t)
26 - G = Ide + 0.25 *x h"2 x g / a * D;
27 - H = inv(G);
28 - q(:,n) = H * (q(:,n-1) + h * dq(:,n-1) + 0.25 * h"2 % ddq@(:,n-1) + 0.25 % h~2 x FO / (m * a) * sin(omega * t(n)) * E % F);
29 - ddq(:,n-1) = -g / a * D * q(:,n) + FO / (m * a) * sin(omega * t(n)) * E * F;
30 - dq(:,n) = dq(:,n-1) + 0.5 x h % (ddq@(:,n-1) + ddq(:,n-1));
31 - ddqg@(:,n) = ddq(:,n-1);
R|= end
33
34 - plot(t,q(1,:));
35 - hold on; grid onj|
36 - plot(t,q(2,:));
37 - legend('thetal', 'theta2');
[ NOX )} Figure 1
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2.6 Les valeurs numériques

Quandr =0,

(0 L (~131519275
q() = <o> et 4= <—1.85996342>

Quand r = At,

(t) = —0.026200324118563 et §t) = —1.304839661856297
—0.037052853623904 —1.845321942390422

Quand r = 2At¢,

(1) = —0.051988156647061 et ot) = —1.273943590993484
—0.073522356048986 —1.801628300117785

Quand r = 25At = 0.5s,

o) = (~9217135468317268¢ —04) ) (1.312432261963264
~0.001303500211934 1.856059502101667
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