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Retrouver I’équation du mouvement du pendule :

I.
Ec =§92

E, = —mgdcos6 + cte

oL = i [16'?2 + mgdcos6 — cte] =16
9%, 9612
o 0F
TR
9k _29 [—92 + mgdcos6 — cte] = —mgdsiné
c')x 00 12
Car _[axl axl

160 + mgdsin® = 0
Par ’hypothese de petit mouvement sinf = 6
Ona
16 + mgdf =0

Montrer que le schéma explicite avec matrice d’amplification est obtenu a partir
du systéme du premier ordre que I’on discrétise en temps de maniére explicite.
On a relation d’Euler Explicite

aro) =[]+ 7]

Et
G+ we?q=0
Donc
Gjr1 + 0o%qj41 =0
Gj+1 = —(UOZQj+1
Car
Gj+1 = q; + Atg;
Alors
4j = —wo’q;
Donc
Gj+1 = —wo’Atq; + q;
Carona

qj+1 = q; + Atq;

Qj+1] [ CI]]
dj+1 wo?At q;

Donc on obtient que
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Oscillateur conservatif linéaire a un degré de liberté

1.1 Equation (1) :

G+ we*q =0
On pose que

q = exp(At)
alors

(A2 + wy?) exp(At) = 0

donc on a

A4+ w2=0
parce que

0—4x1Xwy?<0
donc la solution d’équation caractéristique est

A = wyi, 1, = —wyi
donc
q = C; cos(wgyt) + C, sin(wyt)
on a alors
q = —wyC; sin(wyt) + wyC, cos(wyt)

d’aprés la condition initiale (4), on a

1=0;

{0 = Wy

donc on a

=1

{Cz =0

La solution d’équation (1) est

q = cos(2mt)
Programer la solution :
clear all;

close all;

clc;

0 = Sif

w0 = 2*pi;
wl0c = wO*wO0;
g0 =1;

dg0 = 0;

dte = 0.01
te = (OgeleesmO) g % t=0zclites sy
icileg

ind =1;

for t= te

gq(ind) = g0 * cos(wO0 * t) + dg0/w0 * sin(wO * t) ;
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dg(ind) = -w0 * g0 * sin(wO * t) + dg0 * cos(wO * t) ;
ddg (ind) = - wOc * g(ind) ;

energe (ind) = 0.5* ( dg(ind)* dg(ind) + wOc *(g(ind)"2));
ind = ind+1;

end ; toc;

a= qa';

plot (te,q,te, dg,te, ddg, '-r','Linewidth',2)
plot(qg,dg,q, ddg, '-r', 'Linewidth',2)
plot(g,ddqg, '-r','Linewidth',62)
plot(te,q, '-r','Linewidth',6?2)

grid on;

120na
* 1 . 242
E*=2(q+wo"q%)
q = cos(2mt)

q = —2msin(2mt)
alors on peut obtenir que

1
E* = > (4m2sin?(2mt) + 4m2cos?(2mt)) = 2m?

La valeur de E*est un constant.

2.1 On a relation (1)

G+ we*q =0
et relation (5)
Tj+1  |4; q,
o= At X |.:
q5+1 q, +At q,

On peut calculer que

dj+1  |9) q, [ 1 At]9q;
. = . At X =
q]+1 q] + _(L)qu]' _(UOZAt 1 q}

2.2 Programmez la résolution de 1’équation (1) a I’aide d’un schéma d’EULER

explicite :

méthode 1 : sans la matrice d’amplification

clear all

dtl = 0.01;
T0=3 ;
g0 =1;

dg0=0;
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w0 = 2*pi;

wOc = w0*wO0;

tl = (0:dt1:TO)"';
npl = size(tl,1);

gl = zeros(npl,1);
dgl = zeros(npl,1);
ddgl = zeros(npl,1);

energl = zeros(npl,1l);

gl (l) = 90;

dgl (1) = dg0;

ddgl (1) = -wOc * gl (1);

for inc = 2 : npl;

gl (inc) = gl (inc-1) + dtl * dgl(inc-1);

dgl (inc) = dgl(inc-1) + dtl * ddgl (inc-1) ;
ddgl (inc) = -wOc * gl (inc);

end;

energl = 0.5*(dgl .* dgl + wOc * (gl .72));
plot (tl,ql, 'b-', 'Linewidth', 3);

méthode 2 : avec la matrice d’amplification

clear all

dtl = 0.01;

T0=3 ;

g0 =1;

dg0=0;

w0 = 2*pi;

wO0c = wO*w0;

tl = (0:dtl1:TO)"';

npl = size(tl,1);

g = [90;dq0];

glb = zeros (npl,1l) ;

glb (1) = g0 ;

A= [1, dtl ; -wOc * dt1 , 1];
for inc = 2 : npl;

q=2Aa*q;

glb (inc) = g(1);

dglb (inc) = g(2);

end;

plot (tl,glb, 'b-"', 'Linewidth', 3)
plot (dglb,glb, 'b-", 'Linewidth', 3) ;



Marc-WangKailuo-P2015-2Y1924118

2.3 On change le pas de temps pour que le premier linge est 0.01, et le second ligne
est 0.009, alors on peut trouver que plus le pas de temps est petit, plus la divergence
est lente.

] 0.5 1 15 2 25 3

2.4 La quantité E* associée au schéma d’EULER explicite est plus grand que les valeurs
obtenues avec celles calculées a partir de la solution exacte. Et plus le pas de temps est
petit, plus la quantité E* est augmente lentement.

65

solution exacte
— c0lution explicite

60

55T

50T

45 +

40

37T

30

25t

20

15 ' - - - -
0 0.5 1 15 2 25 3
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65

—t=0.01

60 1 s 1=(),009

15

2.5 On va calculer numériquement les valeurs propres de la matrice d’amplification
en fonction du pas de temps At

dtl= sym('dtl', 'real'); wO= sym('w0', 'real');

A =11, dtl ; -1 * wO * wO * dtl1 , 1]
% Z : vecteurs et valeurs propres : d
[z,d]=eig(A)
re = real (d)
im = imag (d)

mo=abs (d)

% module >1 ? Oui schéma inconditionnellement stable
zm= 1inv(z) ;

C=2z * (d * zm);

C = simplify(C)

$vérifier la correction de calculer

Alors on obtient que les valeurs propres

d= [1 ) (:))OiAt 1 +OiAt]

avec module de mo >1

o _[ 0

il
|1+ iAt]

Donc le caractere inconditionnellement instable du schéma d’EULER explicite.

3.1 Programmez la résolution de 1’équation (1) a I’aide d’un schéma d’EULER

implicite :

méthode 1 : sans la matrice d’amplification

clear all
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dt2 = 0.01;

T0=3 ;

g0 =1;

dg0=0 ;

w0 = 2*pi;

wOc = w0*wO0;

t2 = (0:dt2:TO0) ';

np2 = size(t2,1);

g2 = zeros(np2,1);

dg2 = zeros (np2,1);

energ2 = zeros (np2,1);

g2 (1) = 9g0;

dg2 (1) = dqg0;

for inc = 2 : np2

g2 (inc) = (g2 (inc-1) + dt2 * dg2(inc-1))/(1 + wOc * dt2
ddgc = -wOc * g2 (inc);

dg2 (inc) = dg2(inc-1) + dt2 * ddgc;

end

energ2 = 0.5%(dg2 .* dg2 + wOc * (g2.72));
plot (t2,92, 'b-', 'Linewidth"', 3)

grid on

méthode 2 : avec la matrice d’amplification

clear all

dt2 = 0.01;

T0=3 ;

g0 =1;

dg0=0 ;

w0 = 2*pi;

wOc = wO*w0;

t2 = (0:dt2:T0)"';

np2 = size(t2,1);

g = [90;dq0];

g2b = zeros (np2,1);

dg2b = zeros(np2,1);

g2b (1) = g0;

dg2b (1) = dg0;

A= [1, dt2 ; -wOc * dt2 , 1];
A =2/ (1 + wOc * dt2 * dt2);

for inc = 2 : np2
q=Aa*q;
aZ2b(inc) = g(1);

dg2b (inc) = q(2);

* dt2);
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end;
energ2m = 0.5* (dg2b .* dg2b+ wOc * (g2b .7%2));
plot (t2,g2b, 'b-"', 'Linewidth', 3)

3.2 Les valeurs de q obtient par les trois méthodes sont comme la suite :

m— golution exacte
15} — 0 |ution explicite f

s solution implicite

0 D.I5 ‘1 ‘I.I5 2 2:5 3
3.3 En testant différents pas de temps, On peut remarquer que plus le pas de temps est
petit, plus I’atténuation des oscillations est faible.

— 1= 01

08 e 4 1=(1,0008 | ]

06

047

027

0 0.5 1 15 2 2.5 3
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3.4 La quantité E* associée au schéma d’EULER implicite et les valeurs obtenues avec
celles calculées précédemment a I’aide de la solution exacte et d’un schéma d’EULER
explicite sont comme la suite. On peut trouver que La quantité E* associée au schéma
d’EULER implicite diminue et La quantité E* associ¢e au schéma d’EULER explicite
augmente.

70
m—s0lUtion exacte ’
| — solution explicite [ |
60 solution implicite
50
40
Jor
20
107
| S S R
0 05 1 15 2 25 3

Quand on change le pas de temps, on peut trouver que plus le pas de temps est petit,
plus la divergence est lente.

20

— =001

dt=0.008 | |

18

16

14r

121

10

3.5 En d’eterminant numériquement les valeurs propres de la matrice d’amplification

en fonction du pas de temps At du schéma d’EULER implicite.
close all;

cleg

dtl= sym('dtl', 'real');

w0= sym('w0', 'real');

A=1[1,-dt1 ,0; 0 ,1 ,-dtl; wO * w0, 0 , 1];
B=1[1,0,0; 0,1, 0; O, O ,0];
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C= A\B;

% identique C = inv(A) * B

% Vecteurs et valeurs propres
[z,d] = eig(C)

simplify (d)

mo=abs (d)

% module <1 ? Ouil schéma inconditionnellement stable

eval (mo)
On obtient que
0 0 0
[ 1
d= |0 Atwg + i 0 |
1
° % Ayt
0 0 0
1
mo = |Atwo+i avec module de mo <1
0 0 :

|At(l)ol+1|

Donc le caractere inconditionnellement stable du schéma d’EULER implicite.

4.1 Equation de mouvement (1) :

G+ we*q =0
On pose que
{x1 q
X2 =4q
Alors
X =%
{352 = —wo°x;
Donc on a

] =[ean o] )

4.2 On programme la résolution de 1’équation du mouvement que on a obtenue a la
question 4.1 a I’aide d’un schéma de RUNGE KUTTA.

clear all

cleg

mO=SY,

g0 =1;

dg0=0;

w0 = 2*pi;

wOc = wO*w0;

dt3 = 0.01;

£t3 = (0:dt3:T0)"';
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np3 = size(t3,1);

g3 = zeros(np3,1);

dg3 = zeros (np3,1);
energ3 = zeros (np3,1);
g3(1l) = g0;

dg3 (1) = dqgO0;

qj = [g0 ; dgO0];

C = 1[0 1; -wOc 01];

for inc = 2 : np3

kl = C*qgj;

k2 = C* (qj+kl*dt3/2);
k3 = C*(qj+k2*dt3/2);
k4 = C* (qj+k3*dt3);

K = (kl + 2*k2 + 2*k3 + k4)/6;
qj = gj + K * dt3;

g3 (inc) aj (1) ;
dg3 (inc) = gj(2);

end

energ3 = 0.5 (dg3 .* dg3 + wOc * (g3.72));
plot (t3,93, '-r','Linewidth',62)
plot (t3,energ3, 'r-"', 'Linewidth', 3)

4.3 Comparez les valeurs de la solution q(t) obtenues avec un schéma de RUNGE
KUTTA avec celles calculées précédemment (solution exacte, schéma d’EULER
explicite et schéma d’EULER implicite), on peut trouver que la solution de schéma
d’EULER explicite est plus grand que la solution exacte et la solution de schéma
d’EULER implicite est plus petit que la solution exacte et ils sont divergents. Mais la
solution de schéma de RUNGE KUTTA est presque la méme avec la solution exacte.

VA A

—colution exacte

-

-1 .5 | me—colution explicite
solution implicite
solution de RUNGE KUTTA

0 0.5 1 15 2 25 3
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4.4 On calcule la quantité¢ E* associée au schéma de RUNGE KUTTA et comparez les
valeurs obtenues avec celles calculées a 1’aide de la solution exacte, d’un schéma
d’EULER explicite et d’'un schéma d’EULER implicite. On peut trouver que la solution
du schéma de RUNGE KUTTA a la méme de quantité avec la solution exacte, mais la
solution d’un schéma d’EULER explicite et d’un schéma d’EULER implicite sont pas
précises.

70

w0 |ution exacte
— 0 |ution explicite

solution implicite

solution de RUNGE KUTTA

60

50

40

30

20

101
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Etude d’un oscillateur linéaire amorti a un degré de liberté

1.1) Résolution avec un schéma d’EULER explicite
On va résoudre le probléme par un schéma d’EULER explicite

omega=2*pi;
epsilon=0.02;
OMEGA=omega* (1l-epsilon”2)*(0.5);
deltaT=2*epsilon/omega;
T0=1;
x=0.01;
xd=0;
% Euler Explicite
Al=[1 deltaT;-omega”2*deltaT 1-2*epsilon*omega*deltaT];
U=[x,;xd];
Yl=[1;
for j=1:(10*T0/deltaT)
Y1(3)=U(1);
U=A1*U;
end
abs (eig(Al))
J=linspace (0,10*T0,10*T0/deltaT) ;
Y0=(exp (-
epsilon*omega*J)) .* (x*cos (OMEGA*J) + (epsilon*omega*x+xd) * (sin (OMEG
A*J)) /OMEGA) ;

deltaT2=1.5*deltaT;

deltaT3=0.05*deltaT;

A2=[1 deltaT2;-omega”2*deltaT2 1-2*epsilon*omega*deltaT2];
U=[x,;xd];

Y2=[1;

for j=1:(10*T0/deltaT2)

Y2 (3)=U(1) ;
U=A2*U;
end

A3=[1 deltaT3;-omega”2*deltaT3 1-2*epsilon*omega*deltaT3];
U=[x;xd];
Y3=[1;
for j=1:(10*T0/deltaT3)
Y3(3)=U0(1);
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U=A3*U;
end
K=linspace (0,10*T0,10*T0/deltaT2) ;
L=linspace (0,10*T0,10*T0/deltaT3) ;
figure (1)
plot (L,Y¥3,'k"); hold on
plot (K,Y2,'g'"); hold on
plot (J,Y1l,'b"); hold on
plot (J,Y0, 'r', 'Linewidth',2) ;
title('schema explicite');
legend('deltaT3=0.05*deltaT', 'deltaT2=1.5*deltaT', 'deltaT=2*epsil
on/omega', 'solution exacte');

grid on

alors on peut obtenir le résultats suivante

schema explicit

0.02 T T T T T
deltaT3=0.05"deltaT
deltaT2=1.5"deltaT f | f
0.015 deltaT=2"epsilonfomega i i i i 1
solution exacte ' [ ' ' | '
0.01 \
0.005
D -
-0.005
-001 - U
0015 - R R e
—0,02 1 Il 1 1 Il 1 1 Il 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1.1a) Si on choisit
2¢
At > —
Wo
La solution explicite est plus grand que la solution exacte, et il est divergente. La
solution est croissante.
1.1b) Si on choisit
2¢

Wo

At
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La solution explicite est plus grand que la solution exacte, et il est constante.
1.1¢) Si on choisit

2¢
A< —
Wo
La solution explicite est plus grand que la solution exacte, et il est divergente. La
solution est décroissant, mais il est toujours grand que la solution exacte.
1.1d)- Les critéres permettant d’étudier la précision de la solution :

[ 1 At ] _a
—wo?At 1 —2ewoAt]|
det(Al—A) =0

0D<exl1
donc on a

1
A=1—cswoAt + iwoAt[1 — £2]2

alors que |1] <1
donc

2&
At < —
Wo

- Quand % < 0.05, la solution calculée présente-t-elle une précision suffisante.
wo

% abs (xexplicite-x)<gamma, gamma est 1'ordre de la précision
Y30=(exp (epsilon*omega*L)) .* (x*cos (OMEGA*L) + (epsilon*omega*x+xd) *
(sin (OMEGA*L) ) /OMEGA) ;
figure (2)
plot (L, (Y3-Y30)) ;
title('erreur') ;

grid on

«10™ erreur
T

05 .

15+ ! \ | || | = || -
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1.2) Résolution avec un schéma d’EULER implicite
Xn+1 = Xn + Alxpiq
Xpy1 = Xn + AL X X4 = X + At(—2w0Xy 41 — Wo*Xnt1)
X:"n = _Zewo.x.n - (A)Ozxn
—Atxp g + Xpp1 = Xp
(1 + Zea)oAt)xn'+1 + a)ozAtxn+1 = an

[ 1 —At ] [Xn+1 ]
wolAt 1+ 2ew At xn+1

. 1 —At 1 0y _
det l”“’([wozAt 1+ Zea)oAt]) - 1]] =0

On souhaite que A< 0
Donc
2¢
At < —
Wo

1.3) Résolution avec un schéma de RUNGE KUTTA

On évalue numériquement la solution de I’équation (21) sur I’intervalle de temps [ 0

100TO ] avec un schéma de RUNGE KUTTA.

1.3.a) Calculer la solution obtenue pour les trois valeurs suivantes du coefficient h :
h=0.04 h=0.96 h=1.04

clear all

clc;

w0 = 2*pi;
epsilon=0.02;

TO0=1;

x0=0.01;

dx0=0;

wOc = wO0*wO0;

hl = 0.04;
dtl=hl1*2*sqrt (2) /w0;
t = (0:dt1:100*TO0) "'
np = size(t,1);

x1 = zeros(np,1);

dxl = zeros(np,1);

x1 (1) = x0;

dx1l (1) = dx0;

xj = [x0 ; dx0];

A = [-1 1;0 wOc*dtl];
B = [0 dtl;1 - (1+2*epsilon*w0*dtl)];
C = inv (B) *A;

for inc = 2 : np
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k1 Cws=7 g

k2 = C* (xJ+k1*dtl1/2);

k3 C* (xj+k2*dt1/2) ;

k4 C* (xj+k3*dtl) ;

K = (k1 + 2*k2 + 2*k3 + k4)/6;
xj] = xj + K * dtl;

x1 (inc) = xj(1);

dx1 (inc) = xj(2);

end

plot(t,x1, '-r','Linewidth',2)

hold on

omega=2*pi;

epsilon=0.02;

OMEGA=omega* (1l-epsilon”2)*(0.5);
deltaT=2*epsilon/omega;

T0=1;

x=0.01;

xd=0;

J=linspace (0,100*T0,100*T0/deltaT) ;
Y0=(exp (-
epsilon*omega*J)) .* (x*cos (OMEGA*J) + (epsilon*omega*x+xd) * (sin (OMEG
A*J)) /OMEGA) ;

plot (J,Y0, 'k', 'Linewidth', 2) ;
legend ('h=0.04", 'solution exacte');

grid on

—— he0.04
sclution exacte

AADAANLAL
UL LAAARMS




Marc-WangKailuo-P2015-2Y1924118

Par les trois résultats, on peut trouver que quand h=0.04 et h=0.96, les résultats sont
stable et h=1.04 n’est pas stable. Et h=0.04 est plus précise que h=0.96 et h=1.04.

1.3.b) On va calculer une valeur approximative du pas de temps critique At. . Cette

valeur sera donneée sous la forme

ol hpin < he < gy €t |Mpmax — Rminl < 0.001
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Etude d’un double pendule avec ’hypothése des petits mouvements

1. Résolution avec un schéma de NEWMARK explicite

1.1 Ona

2 17[8 2 07[0 a

2 1 1] . a

ma [1 1] Iézl + mga [0 1] [92] = Fysinwt Iﬁl
soit que
— 91
n = Qz]n
alors
a

a
ma? [i ﬂ Gn + mga [(2) 2] qn = Fysinwt L/E]

qn + (ma2 [i 1 )_1 X (mga 3 (1)]) qn = (ma2 [i ﬂ)_l X Fysinwt l%l

Donc 4n + W?q, = Fsinwt,

avec w?= (ma2 [i 1 )_1 * (mga [(2)

-1 a
F= (ma2 [i 1 ) *Folil
V2
Pour un schéma de NEWMARK explicite, on a

qj+1 = qj +Atq; + At? = 0.5 % (F — W?q;)

)

Donc
1 0 qf+1] I-0502W?% At [qj]  [0.5Af2
. == . F
Soit que
01

B= [ I I —0.5At2W?2 At * 1]
0.5At W? |

]’C L —o058t w2 I

Alors

I —0.5At?W? At =1 ]

A=inoB) e C=[y 0 aewr - 05aw?

-1
Avec W2=(ma2i ﬂ) *(mga[(z) 2)= _20 20| [-3924 3924

a a

29 _4
a a| 13924 -1962

1.2 A partir de cette matrice d’amplification, on va déterminer numériquement le pas

de temps critique :
1 01| _
det[A—/l[O 1” =0
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On souhaite que
A=b?—-4ac<0

Donc
(r+1/2)*> —4p < _
— At2W?
Alors
At? < %
Donc
At? <0.102
At < 0.32

1.3 On va donner la relation entre  qy, o, §o :
Go + W?q, = Fsinwt

0= [5:] =[o

__ e :[—1.31519275
T =1g,| = 1-1.85996342

1.4 En présence d’une force dépendant du temps

Gn+1 = qn + Atq, + 0.5At%G,
Gn+1 = qn + 0.5At W24, + 0.5At W2,
4, + W2q, = Fsinwt
qn+1 + qun+1 = Fsinwt

Avec

we = (ma [} 1))+ (moaZ )

1.5 Programmez la résolution en temps du probléme avec un schéma de NEWMARK
explicite :

clear all;

clc;

dtl = 0.02;

TO = 8;

t = [0:dtl1:TO0]"';

a0 = [0;0];

dg0 = [-1.31519275;-1.85996342];
a = 0.5;

m= 2;

g = 9.81;
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W = 2*pi;
Beta = 0;
Gamma = 0.5;

I2 = [1 0;0 1];

W2 = inv([2,1;1,1])*m*g*a*[2,0;0,1]/ (m*a*a);

F inv([2,1;1,1])*F0*[a;a/sqrt(2)]/ (m*a*a) ;

[I2 - dtl * dtl * (0.5 - beta) * W2 , dtl*I2 ; - (1 - gamma)
* dtl* w2 , I2];

B = [I2tbeta*dtl*dtl* w2 , 0*I2 ; gamma*dtl* W2 ,I2];
A = B\C;

vp=eig (A);

re = [real(vp(2));real(vp(4))]1;

4
4

im [imag (vp(2)) ;imag(vp(4))1;
mo = [abs(vp(2));abs(vp(4))];
U(:,1)=[q0;dq0];
l:length(t)-1
U(:,1+1) = A*U(:,1)+inv(B)*([0.5*dt1"2*I2 0*I2;0*I2
0.5*dtl1*I2]*[F;F]*sin(w*i*dtl)) ;
end
plot (t,U(1,:));
hold on;
plot (t,U(2,:));
legend ('thetal', "theta2');
ddg=F* (sin (w*t)) "-W2*[U(1,:);U(2,:)]1;

grid on

for i

1.6 Le résultat du schéma de NEWMARK explicite est comme la suivante:

Quang t = 0s
ae=0=[)].a0) =[5 ] i@ =[]]
Quang t = At
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~0.0262] . _1317 . 1.03
a(t =40 = [y o570] 4002 = [Trgc | a0 = [
Quang t = 2At

B _ [=0.0519] . [=1287 .. [2.05
q(t = 24t) = —0.0734]’q(0'04) = [—1.81]"’(0) = 2.9o]

Quang t = 0.5s

B [=0.182] ... [0.6937 .. _ [2.09
q(t =0.55) = [—0.257 :q(0) = [0.981 ,4(0) = [2.95

2. Résolution avec un schéma de NEWMARK implicite

2.1ona
2 17[8 2 07[0 a
2 1 1] . a
ma [1 1] Iézl + mga [0 1] [92] = Fysinwt Iﬁl
Donc
2ma?6, + ma?6, + 2mgab, = Fysinwta
ma?6, + ma?6, + mgab, = Fysinwta/V?2
2maAqgjq + ma®hygje, + mgaldiqjy,
_ , 2 %1 2 sa%2 *1
= Fysinwt x a — (2ma*§j, + ma®§iy, + 2mgaq;iq)
Avec B1Gj41 = .BAtZA15ij+1
Donc on a

(2ma?® + 2mga BAt*)A;Gjyq + ma®Dyiiy,

= Fysinwt * a — (2ma®§ji, + ma®§ii, + 2mgaq;l,)

De méme que

ma®A G, + (ma® + mgaBAt?)A,G;.q

_ . a 2 ek 2 %2 *2
= Fysinwt * ﬁ — (ma qjy1 tma“q;i, + mgaqj+1)
Donc
[Zma2 + 2mga BAt? ma? ] y [Alqﬂl]
ma® ma® + mgafAt?] " 142444

Fosinwt * a — (2ma®§j3, + ma®§;i, + 2mgaq;i,)

B a 2 ekl 2 %2 *2
Fysinwt * ﬁ — (ma*4jy, + ma®4i, + mgaqiis)

Donc on obtient que

, 2ma? + 2mga BAt? ma?
A=inv ([ 2 2 2])
ma ma“ + mgaf At
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2
Azzinv( 1+ 4.905A¢ 0.5 ])

0.5 0.5 + 2.4525At?

2.2 Le graphique I’allure de 1’é&olution de la plus grande valeur propre de cette matrice
en fonction du pas de temps :

clear all;

clc;

a = 0.5;
m= 2;

g = 9.81;
FO = 20;

w = 2*pi;
dt2 = 0.02;

t2 = [0:dt2:1]"
beta = 0.25;
gamma = 0.5;
v=[5];
for i=l:length(t2)-1
A=inv ([2*m*a*a+2*m*g*a*beta*dt2*i m*a*a;m*a*a
m*a*atm*g*a*beta* (dt2*1i) ~2])
[z,d]=eig (A)
re = real(d);
im = imag (d) ;
mo=abs (d) ;
v=[v,max (max (d))];
end
plot (t2,v)

grid on

Le résultat est comme la suivante :
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On peut trouver que le résultat est décroissante et la valeur propre maximale
diminue avec le pas de temps At augmente.
2.3 On va donner la relation entre gy, G, §o :
jo + W2q, = Fsinwt

0=g1], =

. _ & :[—1.31519275
T =1g,| = 1-1.85996342

2.4) D’aprés la matrice d’amplification , on a

A1qje1 = BA* A1 Gjy1; Didjeq = YALA G4
Arqjq1 = ﬁAtzAzéij+1F A1Gjy = YAtA G4
2ma? + 2mga BAt? ma? A1Gj41
[ ma?® ma? + mga[)’Atz] Aij+1]
Fysinwt * a — (2maq; ;4, + ma®q; ;41 + 2mgaqy ;44)

a
. 2 sk 2 ek %
Fosinwt * — — (ma®qy j,1 + ma®gz j.q + mgaqs j.q)

V2
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Oscillateur non linéaire a un degré de liberté

1. Résolution avec un schéma de NEWMARK explicite

1.1 Ona
Qj+1 = q; + Atq, + At*(0.5 — B)q, + At*Bq; 4
Q41 = G, + At(1 = y)g; + Atyq i
Q41 = —0)0261j+1
Donc
10 —gA?[[T+] 11 Ac At2(05-p)1|D
0 1 —yAt(|D+1f=]0 1 At(1-y) ]
we? 0 1 q5+1 0 0 0 q,
Et
Q41 = —0)0261j+1
4, = —wo’q;
On a [1 + BAt%wy? 0] [qm] B [1 — At?(0.5 — Bwy? At [qj]
YAtw,? 111941 (¥ — DAtw,? 1114,
q;j a;
Comme B[ ].+1] = C[ .]]
CI]+1
D [q”] (B~ 1xC)[ ]
n . =
M g d,
matrice d’amplification
A=B1x0)
wo2At? At
[ T 2(1 + BAt2wy?) 1+ BAt?w,?
| , Ywo?At? ywolAt? |
[ woAt[1 ] - J
T 2(1 + BAt2wy?) 2(1 + BAt?wy?)
Car 3=0,y=05
On a
wo2At?
1- At
A= 2
) 0.5wy2At? 0.5wy2At?

1.2 La résolution de I’équation différentielle (2) avec un schéma de NEWMARK
explicite :

clear all
eleg
dtl = 0.02;
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TO = 6;

w0 = 2*pi;
gl = 2;

dg0 = 0;

a = 0.1;

wO0c = w0*wO0;

tl = (0:dtl1:TO0)"';
npl = size(tl,1);
gl = zeros(npl,1);
dgl = zeros(npl,1);

gl (1) = g0;
dgl (1) = dg0;
for inc = 2 : npl

gl (inc) = gl (inc-1)*(1-0.5*wOc*dtl*dtl) + dtl*dqgl (inc-1);
dgl (inc) = gl (inc-1)*wOc*dtl* (0.25*wOc*dtl1*dtl-1) + dqgl (inc-
1)*(1-0.25*w0c*dtl*dtl) ;

end

plot (tl,gl, '-g', 'Linewidth',62)

grid on

1.3 On choisit At =0.02 s. Les valeurs numériques de q(t) pour les valeurs de t égales

a0s, At,2Atet T, est

Qe=0 =2
qt=At == 1.9842
qt=2At = 1.9371
qt=T0 - 35927

2. Résolution avec un schéma de NEWMARK implicite

2.1 On doit chercher a minimiser la correction entre la valeur exact et la valeur estimée.



Marc-WangKailuo-P2015-2Y1924118

2.2 Calcul de la correction :

f(é;+1 + 44,41, G541 + Aqj+1) =0
éI';f+1 +Aq;p + (‘)Oz(q;+1 + qu+1) (1 + a(q;+1 + qu+1)2) =0

v . s v . of of .
f(Clj+1 +Aq;41, 941 T ACIj+1) =0= f(CIj+1' q]'+1) + 30 Agjsq + 36 Aqjiq
dj+1 qj+1

avec Aqjy = BAt*Aq;4

on obtient que
f(Q;+1'Q;+1'Q;+1)

Aqjy = —
af?f + 0.25%&2
j+1 dj+1

230na {4, =0
4741 = q; + 0.5Atq;

q}v1 = q; + Atg; + 0.25At2G;

clear all

clc;

dt2 = 0.02;
TO = 6 ;

gl = 2;
dg0=0 ;

a =0.1;

w0 = 2*pi;
wO0c = w0*w0;

t2 = (0:dt2:TO0) ';
np2 = size(t2,1);
g2 = zeros (np2,1);
dg2 = zeros(np2,1);

g2 (1) = g0;

dg2 (1) = dg0;
ddg2 (1) = 0;

for inc = 2 : np2

g2 (inc) = g2(inc-1)+dt2*dg2 (inc-1)+0.25*dt2*dt2*ddg2 (inc-1) ;
dg2 (inc) = dg2(inc-1)+0.5*dt2*ddg2 (inc-1) ;
ddg2 (inc) = -wOc*g2 (inc) * (1l+a*g2 (inc) *g2 (inc)) ;

end

plot (t2,g2, 'b-', 'Linewidth', 2)

grid on
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2.4 On choisit At=0.02 s. Les valeurs numériques de q(t) pour les valeurs de t égales

als, At,2Atet T, est

Qe=0 =2
qt=At = 1.9889
qt=2At = 1.9559

qt:TO = _4‘.6870

3. Energie mécanique
3.1 On définie I’énergie mécanique pour cet oscillateur non linéaire

1 1
E= quz + Equ — kq(1 + aq?)
k kg2 k1
E=m(——ag®+———— —q*
m(——agq” +————q+54q°)

k
Car — = w,
m

Donc
2

_ 3 q L,
E = m(—wjyaq +w07—w0q+§q )

« _E
On pose que E* = -

Alors
2 1

. q
E* = —wpaq® + o~ = Wod +§q2

3.2 Programmez le calcul de cette énergie mécanique pour les deux schémas
d’intégration :

energl = -w0*a* (gql) .*3+w0*0.5* (gl) ."2-wO0*gl+0.5* (gl) ."2;
plot (tl,energl, 'r-', 'Linewidth', 2)

legend('solution exacte');
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Solution explicite :

Solution implicite :

200
150~
f‘

100 f—

3.3 Les deux résultats sont croissant, c’est-a-dire que les énergie mécanique du systéme
de oscillateur non linéaire a un degré de liberté devient de plus en plus grand. Et le

résultat implicite augmente plus rapidement que la solution explicite.



