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TD Mécanique numeérique
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Retrouver I’éguation du mouvement du pend-
ule simple avec les équations de Lagrange
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Montrer que le schéma explicite avec matrice
d’amplification est obtenu a partir du systeme
du premier ordre que I'on discréetise en temps
de maniere explicite
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Parametres

cl ear gl obal

t_start = 0;

TO = 3;

delta_t = 0.01;

t =t _start:delta_t:TO;

onega_0 = 2*pi
g_exact = dsol ve(' D2g+onega_ 072*qg=0","' q(0) =1, Dg(0)=0")
War ni ng: Support of character vectors and strings will be renoved in a

future
rel ease. Use symobjects to define differential equations instead.

g_exact =

exp(-omega_0*t*1i)/2 + exp(onega_0*t*1i)/2




1.2

E star _exact = 1/2 * ( diff(q_exact)”"2 + onega 0”2 * q_exact”2)
plot(t, eval (E star_exact));
hol d of f

% On peut voir que E star est constant.

E star_exact =

((omega_O*exp(-onmega_ O*t*1li)*1i)/2 -
(onega_O*exp(onmega_O*t*1i)*1i)/2)"2/2 + (2778046668940015* (exp( -
onega_O*t*1li)/2 + exp(onmega O0*t*1i)/2)"2)/140737488355328
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% On utilise |a Mtthode 2.

A
U

iterate(A t);

clf;
hol d on;

a_

num= WU(1,:);

dg_num = U(2,:);

plot(t, gq_num;
plot(t, eval (g_exact));
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% Ce schénma d'intégration est divergente, voir de la figure.
% Mais plus | e pas de tenps est petit, plus |la divergence est |lente.

delta_ts = [0.00001 0.0001 0.001 0.01 0.1];
clf;
hol d of f;
I = nunel (delta_ts);
for i = 1:1
delta t = delta_ts(i);
=t _start:delta_t:TO;
[1 delta_t; -onega 0"2*delta_t 1];
iterate(A t);
g num= W1,:);
dg _num= U(2,:);
subplot (1+1,1,i);
plot(t, g _num;

t
A
U

end
subplot (1 +1,1,i+1);
plot(t, eval (g_exact));
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clf;
hol d of f;
for i = 1:nunel (delta_ts)
delta t = delta_ts(i);
t =t _start:delta_t:TO;
A =11 delta_t; -onega O"2*delta_t 1];
U= iterate(A t);
g num= W1,:);
dg _num= U(2,:);
E star nhum= 1/2 * ( dg_num”"2 + onega_ 0.2 .* g_num"2);
subplot (1 +1,1,i);
plot(t, E star_num;
end

subplot (1 +1,1,i +1);
plot(t, eval (E star_exact));

% E_star est divergent.
% Plus | e pas de tenps est petit,

plus | a divergence est

| ent e.
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syms 00 dt

eig([1 dt; -0072*dt 1])

% Les val eurs propres sont des conpl exes conjugués. Et plus le pas de
t enps

% est grand, plus |les nodul es des val eurs propres sont grandes, nmais
aussi la norme de ces conpl exes sont toujours supérieures a 1, ce

% qui explique |'instabilité inconditionnelle.

ans =

1 - dt*o0*1i
1 + dt*o0*1i

% Selon les trois relations données entre | es valeurs aux instants t_j
et

%t _j+1, on obtenir la matrice d' anplification A

A 2 = 1/ (1l+onega_0”"2*delta_t”2) * [1 delta_t; -omega_O”"2*delta_t 1]
U2 =iterate(A 2, t);
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3.3
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clf;

hol d on;

g num?2 = U2(1,:);

dg_ num2 = U 2(2,:);
plot(t, g _num?2);
plot(t, eval (g_exact));
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clf;

hol d of f;

I = nunel (delta_ts);
for i = 1:1

delta t = delta_ts(i);
t =t _start:delta t:TO;




3.4

A2
1]
u?2
g_num 2
dg_num 2

iterate(A 2, t);
U?2i,:);
U?22:);

subplot (1 +1,1,i);

pl ot (t,
end

g_num 2);

subplot (1+1,1,i +1);

pl ot (t,

eval (g_exact));

1/ (1+onmega_0"2*delta_t”™2) * [1 delta_t;

-onega_072*del ta_t
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E star_num 2
clf;

hol d on;
plot(t,
plot(t,

1/2 * ( dg_num?2.72 + onega_O.

E star_num 2);
eval (E_star_exact));

n2

¥ og_num2.72);

10



3.5

ei g(1/ (1+0072*dt~2) * [1 dt; -o0072*dt 1])

% Les val eurs propres sont des conpl exes conjugués. Et plus |le pas de
t enps

% est grand, plus la partie inmaginaire des val eurs propres sont
petites, mais aussi |es nodul es sont toujours inférieures a 1, ce

% qui explique |la stabilité inconditionnelle TODO

ans =

1i / (dt*00 + 1i)
1/(1 + dt*00*1i)
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4.1

4.2

4.3

i‘l' wo ¢ = O

Seit U: (g)
: ' 1
k=(5) = [ o]

U

quMMfV\mu svre 1.

i =0
Uus =1[I;
for t_i=t
if i==0
U3(:,1) =11;0];
el se
ki = f(U3(:,i), t_i, onega 0);
k2 = f(U3(:,i) + k1 * delta_t/2,
k3 = f(U3(:,i) + k2 * delta_t/2,
k4 = f(U3(:,i) + k3 * delta_t, t_
K= (k1 + 2*k2 + 2*k3 + k4) / 6;
U3(:,i+1l)=U3(:,i) + K* delta_t;
end
i =i +1;
end
clf;
hol d of f;

g_num3 = U 3(1,:);
dg_num3 = U 3(2,:);
subplot(4,1,1);
plot(t, g_num3);
subpl ot (4,1, 2);
plot(t, g_num?2);
subpl ot (4,1, 3);
plot(t, g_num;
subpl ot (4,1, 4);

t_i+delta_t/2, onmega_0);
t_i+delta_t/2, onmega_0);
i +delta_t, omega_0);
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plot(t, eval (g_exact));

% On peut voir que RK4 est

% pr écédent es.

-50

-100

4.4

plus précis et plus

stabl e que | es méthodes

25 3

[E

15 2

E star hum3 = 1/2 * ( dg_num3.72 + onega_0."2

clf;
hol d of f;

subpl ot (4,1,1);

plot(t, E star_num3);

subpl ot (4,1, 2);

plot(t, E star_num2);

subpl ot (4,1, 3);

plot(t, E star_num;

subpl ot (4,1, 4);
plot(t, eval (E star_exact));

% On peut voir que RK4 est

% pr écédent es.

plus précis et plus

25 3

.* g_num 3."2);

stabl e que | es neét hodes
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Fonctions
function [U = iterate(At)
% TERATE U j+1 = A*Uj, for j int
i = 0;
u=1[1I];
for t_i=t
if i==
ui:,1) =11;0];
el se
U(:, i +1)=A*U(:,i);
end
i =i +1;
end
end

function [dU = f(U, t, omega_0)
dU=zeros(2,1);

du(1) =U(2);
dy( 2) =-omega_0"2*U(1);
end

Published with MATLAB® R2019b
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