Retrouver I’équation du mouvement du pendule simple

Le process de démonstration est comme ci-dessous:
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Oscillateur conservative linéaire a un degré de liberté

1.1

la solution de 1l'é&guation
eq = 'D2g+wl"2*g=0"';
g(t) = simplify(dsolve(eqg, "g(0)=1"','Dg(0)=0"'))

T = linspace (0,T0,500);

g = exp(-T*w0l*1i) /2 + exp(T*w0*i) /2;
plot(T,q):;

title('solution analytigue');

solution analytique
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1.2

=akien
dg = diff(q,t)
calculer numériguement E*

Eetoile = 1/2*(dg"2+w("2*q"2)

dg(t) =

-wl*sin(t*w()

etoile (k)

+ (w0"2*sin(t*wl)"2) /2



2.1 Euler explicite
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2.2

=EE:

n = 500;

dt = T0/n;

t = 0:dt:TO;

A = [1,dt;-w0"2*dt,1];
Ul(:,1) = [(g0;Dgl);

for j = 1l:length(t)-1
Ul(:,3+1) = A*U1(:,]3);:

end

plot (t,U1(1,:))

hold on;

plot (t,cos(2*pi*t));

legend ('euls
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=YE;
subplot(2,2,1);

plot(t,U1(1,:));

hold on;

plot(t,cos(2*pi*t));

legend ('euler explicite n=500"',

ton chang
for i1=2:4

n 1
dt = T0/n;

-

000=*1;

e le pas de temps

t = 0:dt:T0;

Ul(:,1) = [q0;Dg0];

A= [1,dt;-wl"2*dt,1);
for j=l:length(t)-1

Ul(:,3+1) = A*U1{(:,5);:

end

subplot (2,2,1);
plot(t,U1(1,:));

held on;

plot (t,cos(2*pi*t));

legend('euler explicite', 'solution exacte')

end
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Quand on choisit n=500, on peut obtenir E* comme:

Eetoilel=|[];
for i = 1l:length(t)
Eetoilel (i) = 1/2*(U1(2,1i)*U1(2,1)+w0"2*U1(1,1i)*U1(1,1));

end
clf H
plot (t,Eetcilel);
legend ('E* X¥x
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Si on change le pas de temps, E* se change aussi. Parce que quand dt

devient plus petit, ce résultat devient plus pres avec la solution exacte.



2.5
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n =

dt = Td/n;

t = 0:at:TO;

Ul(:,1) = [gl;Dgl);

Al = [1,dt;-w0"2*dt,1];
vp = eig(Al)

On change le pas de temps, et on peut obtient que c¢’est instable quand n
est petit. Si on changera n, la valeur propre de la matrice A1 se change

aussl.

Mais quand n est assez grand (>30000), c’est stable. La valeur propre tend

vers une valeur fixée.



3.1 Euler implicite

tEuler implicite

= liE

n = 500;

dt = T0/n;

t = 0:dt:TO;

A2 = [1,-dt;w0*2*dt,1];

U2(:,1) = [g0;Dgd);

for j = 1l:length(t)-1
U2(:,j+1) = inv(A2)*U2(:,3);

end

plot (t,02(1,:));

heold on;

plot (t,cos(wl*t))

legend('euler implicite n=500',

solution exacte')




3.2

clf;

%on choisit n=300 pour dt=0.01

n = 300;

dt = TO0/n;

t = 0:dt:TO;

Al = [1,dt;-w0"2*dt,1];

Ul(:,1) = (g0;Dq0];

A2 = [1,-dt;w0"2*dt,1];

U2(:,1) = [g0;Dgd);

for j = 1l:length(t)-1
Ul(:,3+1) = Al1*U1l(:,3);
U2(:,3+1) = inv(A2)*U2(:,3);

end

plot (t,U1(1,:));

hold on;

plot (t,U2(1,:));

hold on;

plot (t, cos (wl*t))

legend ('euler explicite n=300','euler implicite n=300', 'solution exacte')
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3.3

clf;

t = linspace(0,T0,500);
plot (t,cos(2*pi*t));

hold on;

legend('soclution exacte');

on change le pas de temps
for i=1:3

n = 500*31;

dt = TO0/n;

t = 0:dt:TO;

U2(:,1) = [gq0;Dg0];

A2 = [1,-dt;w0l"2*dt,1];

for j=l:length(t)-1
U2(:,3+1) = inv (A2)*U2(:,3);

end
string = num2str(n);
plot(t,U2(1,:));
hold on;
end
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On peut trouve que plus le pas de temps est petit, plus 1’atténuation des

oscillations est faible.
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c)E;

Eetoile = [];
Eetoilel = [];
Eetoile2 = [];

for 1 = l:length(t)

Eetoile (i) = 2*pi~2;
Eetoilel (i) = 1/2*(U1(2,1i)*U1(2,1i)+w0"2*U1(1,1)*U1(1,1));
Eetoile2 (i) = 1/2*(U2(2,1)*U2(2,1)+w0"2*U2(1,1)*02(1,1));

end

(=alieh]

plot(t,Eetoile);

hold

plot (t,Eetoilel);

hold

plot (t,Eetoile2);

legend ('E* exacte', 'E* 1ler xplicite', 'E* 1ler implicite');
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Apres la figure, on peut voir que la valeur d’E* d’Euler explicite est plus
grande que celui exacte, lors que la valeur d’E* d’Euler implicite est plus

petite.
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L

n = oUu*1;

dt = TO0/n;

t = 0:at:TO;

U2(:,1) = [gl;Dgl);

A2 = [1,-dt;w0"2*dt,1];
vp = eigl(inv(AZ))

On change le pas de temps, et on peut obtient que c¢’est instable quand n
est petit. Si on changera n, la valeur propre de la matrice A1 se change

aussl.

Mais quand n est assez grand (>30000), c’est stable. La valeur propre tend

vers une valeur fixée.
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clf;
n = 500;
dt = T0/n;

t = 0:dt:T0;
B = [0,1;-w0"2,0];
Urk(:,1) = (g0;Dg0l);
la methode de Runge-Kutta
for i = l:length(t)-1
k1l = B*Urk(:,1);

k2 = B*(Urk(:,1)+1/2*dt*kl);
k3 = B*(Urk(:,1)+1/2*dt*k2);
k4 = B*(Urk(:,1)+dt*k3);

K = 1/6*(kl+2*k2+2*k3+kd);
Urk(:,i+1) = Urk(:,1i)+K=*dt;

end
plot (t,Urk(1l,:))
legend ('Runge Kutta n=500"')

[\

Runge Kutta n=500 |
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4.3

clf;
plot (t,cos (w0*t));
hold on;
plot(t,U1(1,:));
hold on;
plot (t,02(1,:));
hold
plot (t,Urk(l,:));
legend('solution exacte', 'euler explicite n=300','euler implicite n=300', 'Runge Kutta n=300'
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On peut obtient selon cette figure : le résultat de la méthode de R-K est

plus précise que les deux autres dans la méme condition.
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=1 lien)

Eetoile = []
Eetoilel = |
Eetoile2 = |
Eetoilel = ([

1;
].

1;
for i = 1l:length(t)
Eetoile (i) = 2*pi~2;
Eetoilel (i) = 1/2*(U1(2,1)*U1(2,1)+w0"2*U1(1,1i)*U1(1,1));
Eetoile2 (i) = 1/2*(U2(2,1i)*U2(2,1i)+w0"2*U2(1,i)*U2(1,1));
Eetoile3 (i) = 1/2* (Urk(2,1i)*Urk(2,1)+w0*2*Urk(1l,1)*Urk(1l,1i));
end

clf;

plot (t,Eetoile);

hold on;

plot (t,Eetoilel);

hold on;

plot (t,Eetoile2);

hold on;

plot (t,Eetoile3);

legend('E* exacte', 'E* 1ler explicite', 'E* euler implicite','E* R-K');
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E*R-K

On peut obtient selon cette figure : la quantité¢ E* calculée par la méthode
de R-K est la méme avec le résultat exacte, donc cette méthode est plus

precise pour notre probleme.



5.1 Résolution avec un schéma de Newmark gamma=0,5 beta=0.25

5.1.1

= E;

n = 300;

dt = TO0/n;

t = 0:dt:TO;

gammal = 0.5;

betal = 0.25;

Cl = [l+betal*dt"2*w0"°2,0;gammal*dt*w0"*2,1);
D1 [1-(0.5-betal) *dt"*2*wl"2,dt; - (l-gammal) *dt*w0"2,1];
El inv(Cl)*D1;

Unewml (:,1) = [q0;Dg0];

for i = 1l:length(t)-1

Unewml(:,i+1) = El*Unewml(:,1);
end
plot (t,Unewml(1,:));
legend ('Newmark gamma=0.5 beta=0.25"')
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5.1.2

clf;
plot (t,cos (w0*t));
hold on;
plot(t,U1(1,:));
hold
plot(t,U2(1,:));
hold on;
plot (t,Urk(l,:));
hold on;
plot(t,Unewml(1,:));
legend (' 0 ; ' I i ' )
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On peut obtient selon cette figure : le résultat de la méthode Newmark est
tant précise que la méthode de R-K, mieux que les deux autres dans la

méme condition.
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=Alieh
Eetoile = [];
Eetoilel = [])
Eetoile2 = [];
Eetoilel3 = [])
Eetoiled = [];
for 1 = 1l:length(t)
Eetoile (i) = 2*pi~2;
Eetoilel (i) = 1/2*(U1(2,1)*U1(2,1i)+w0"2*U1(1,1i)*U1(1,1));
Eetoile2 (i) = 1/2*(U2(2,1)*U2(2,1)+w0"2*U2(1,1)*U2(1,1));
Eetoile3 (i) = 1/2*(Urk(2,i)*Urk(2,1i)+w0*2*Urk(1l,1)*Urk(l,1));

Eetoile4 (i) = 1/2* (Unewml(2,1i)*Unewml (2,1)+w0*2*Unewml (1,1) *Unewml(1,1));
end
clf;
plot (t,Eetoile);
hold on;
plot (t,Eetoilel);
hold on;
plot (t,Eetoile2);
hold on;
plot (t,Eetoile3);
hold on;
plot (t,Eetoiled);
legend ('E* exacte','E* 1ler explicite', 'E* euler implicite','E* R-K','E* Newmarkl');
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On peut voire que avec le schéma de Newmark, gama=0.5 et beta=0.25, il

n'y a pas d'atténuation de E* comme le schéma R-K.



5.14

clf;

gammal = 0.5;

betal = 0.25;

dtl = 0:0.01:1;

vpEl = [0;0];

module vpEl = [];

for 1 = 1:length(dtl)
Cl = [l+betal*dtl(i)”2*w0”2,0;gammal*dtl(i)*w0"2,1);
D1 = [1-(0.5-betal)*dtl (i)~2*w0*2,dt1(1);-(1-gammal)*dtl(i)*w0"2,1];
El inv(Cl)*D1;
vpEl(:,1i) = eig(El);

I

module vpEl(i) = sqrt((real (vpEl(1,1)))"2+(imag(vpEl(1,1)))"2);
end
plot (dt1l,module vpEl);
hold on;
plot (dtl, real (vpE1l(1,:)));
hold on;
plot (dtl, imag(vpEl(1l,:)));

legend('module vp','partie réelle','partie imaginaire');

—— module vp
08| N ——— partie réalle |
N\, partie imaginaire
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Pour conclure, on peut dire que bien que le pas de temps soit plus grand, le

module des valeurs propres de la matrice d’amplification reste toujours 1.



5.2 Résolution avec un schéma de Newmark gamma=0,5 beta=0

5.2.1

c=iE
n = 300;
dt = T0/n;

t = 0:dt:T0;

gamma2 = 0.5;

beta2 = 0;

C2 = [l+beta2*dt~2*w0"~2,0;gamma2*dt*w0"2,1];

D2 = [1-(0.5-beta2)*dt*2*w("2,dt;-(1-gamma2) *dt*w0*2,1];
E2 = inv(C2)*D2;

Unewm2 (:,1) = [q0;Dg0];

for i = 1l:length(t)-1

Unewm2(:,i+l) = E2*Unewm2(:,1);
end
plot(t,Unewm2(1,:));
legend ('Newmark gamma=0.5 beta=0"');
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clf;

plot(t,Unewml(1,:)):;
hold or

.
i,

plot (t,Unewm2(1,:));
legend ('New
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=0.01s.

Je ne crois pas qu’il y a de différence entre ces deux résultats quand

dt
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Quand on choisit dt = 0.2s, on peut obtient :

clf;
tguand dt=0.2s
dtl = 0.2;

tl = 0:dt1:T0;
gammal = 0.5;
betal = 0.25;
gamma2 = 0.5;
beta2 = 0;
Cl = [l+betal*dtl1”2*w("2,0;gammal*dtl1*w0"2,1];
D1 = [1-(0.5-betal)*dt1*2*w0*2,dtl; - (1-gammal)*dtl1*w0"2,1];
El = inv(Cl1l)*D1;
Unewml (:,1) = [q0;Dg0];
C2 = [l+beta2*dtl1”2*w("2,0;gamma2*dt1*w0"2,1];
D2 = [1-(0.5-beta2)*dt1”2*w0"2,dtl;~- (1-gamma2) *dtl1*w0"2,1);
E2 = inv(C2)*D2;
Unewm2(:,1) = [g0;Dg0];
for i = 1l:length(tl)-1
Unewml(:,i+1l) = El*Unewml(:,1);
Unewm2(:,i+1l) = E2*Unewm2(:,1);
end
plot(t,cos (wl*t));
heold on;
plot (tl,Unewml(1,:));
heold on;
plot (tl,Unewm2(1,:));
legend ('solution exacte', 'Newmark gamma=0.5 beta=0.25"', 'Newmark gamma=0.5 beta=0.25');
title('dt = 0.5s')

dt=02s
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S1dt=0.5s:

clf;

guand dt
dtl = 0.5;
tl = 0:dt1:TO;
gammal = 0.5;
betal = 0.25;

gamma2 = 0.5;

beta2 = 0;

Cl = [l+betal*dtl1”2*w("~2,0;gammal*dt1*w0"2,1];

Dl = [1-(0.5-betal)*dt1*2*w0*2,dtl;~-(1-gammal)*dtl*w0*2,1);
El = inv(Cl1l)*D1;

Unewml (:,1) = [q0;Dg0];

C2 = [l+beta2*dt1~2*w("2,0;gamma2*dt1*w0"2,1);

D2 = [1-(0.5-beta2)*dt1*2*w0*2,dtl;- (1-gamma2)*dt1*w0"2,1]);
E2 = inv(C2)*D2;
Unewm2 (:,1) = [q0;Dg0];
for 1 = l:length(tl)-1
Unewml(:,i+1l) = El*Unewml(:,1);
Unewm2 (:,i+1l) = E2*Unewm2(:,1);
end
plot (t,cos(wl*t));
hold on;
plot (tl,Unewml(1,:));
hold on;
plot(tl,Unewm2(1,:));
legend ('solution exacte', 'Newmark gamma=0.5 beta .25"', '"Newmark gamma=0.5 beta "
title('dt .5s8'})

- «10% dt=0.5s
— solution exacte
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10 Newmark gamma=0.5 beta=0

0 0.5 1 1.5 2 25 3

Pour conclure, on doit choisir un pas de temps assez petit, sinon le résultat

de Newmark, gamma=0.5 et beta=0, devenira divergent.
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On utilise la méthode de dichotomie, et on peut obtenir que le pas de temps
critique est environ 0.3185.

Quand dt=0.318s :

dt=0.318s
4
/ ——— solution exacte
\\ —— Newmark gamma=0.5 beta=025 | |
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Quand dt=0.319s :

dt=0.319s

— solution exacte
—— Newmark gamma=0.5 beta=025
15 Newmark gamma=0.5 beta=0 7
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Donc cela est peut-€tre 1/11.



